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§1. CHIA ĐA THỨC 


Một sé kiến thức cơ bản 

• _ 

1. Đa [thức là một tống đại số nhiều đơn thức. Giá trị của đa thức P(x) với 
X = a được kỷ hiệu là P(a). Hai đa thức có cùng số trị với mọi giá trị của 
các chữ trong đa thức gọi là hai đa thức đồng nhất. Hai đa thức cùng 
bậc của X đồng nhắt khi và chỉ khi hệ số các hạng từ đồng dạng băng 
nhaiA. Một đa thức đồng nhất bằng 0 khi và chỉ khi tắt cả các hệ số bằng 0. 

2. Đa ithức A(x) gọi là chia hết cho đa thức B(x) nếu tồn tại đa thức Q(x) 
sao cho A[x) = £(;t).ợ(x). Với mọi cặp đa thức A(x) và B(x), tồn tại 

cặp đa thức Q(x) và R(x) sao cho A(x) = B{x).Q(x) +R{x) trong đó 

> bậc của R(x) nhỏ hơn bậc của B(x). Khi đó Q(x) là thương và R(x) là dư 
của phép chìa A(x) cho B(x). 

Ta cũng nhắc lại ở đây rằng nếu hai đa thức gọi là bằng nhau nếu chủng 
có cũng giá trị với mọi giá trị của biến. Do đó nếu hai đa thức (được viết 
dưới dạng thu gọn) có các hệ số tương ứng của các đơn thức đồng dạng 
chứa trong hai đa thức đó bằng nhau thì hai đa thức đỏ bằng nhau. 

Các vỉ dụ minh họa 

Vỉ dụ lc Xác định hệ số a để đa thức (x 3 - 3x + a) chia hết cho (x -1) 2 . 

Giải 

Cách Ir Thực hiện phép chia: Ta có: 

(x 3 -3x + a) = (x 2 -2x + l).(x + 2) + (a-2) 

Muốn phép chia không còn dư, ta phải có a - 2 = 0 » a = 2. 

Vậy để đa thức (x 3 - 3x + a) chia hết cho (x -1) 2 thì a = 2 . 

Cách 2r Phưomg pháp hệ số bất định 

Giả sử đa thức bậc ba X 3 -3x + a chia hết cho đa thức bậc hai X 2 -2x+l, 
ta được thưorng là nhị thức bậc nhất, có số hạng bậc cao nhất là 
X 3 : X 2 = X , số hạng bậc thấp nhất là a: 1 = a. 

Như vậy X 3 -3x + a đồng nhất với (x 2 -2x + l)(x -I- a), tức là X 3 -3x+a 
đồnịg nhất với: X 3 + (a - 2) X 2 + (1 - 2a) x + a . 

Do đó hệ số các số hạng đồng dạng phải bằng nhau, tức là: 





Cách 3: Phương pháp trị số riêng 

Gọi thương của phép chia là Q(x) ta có X 3 - 3x 4- a = (X -1 ) 2 .Q (X ) với 
mọi X. Với X = 1 thì l 3 -3.1 +a = O.Q(x) hay -2 + a = 0 c=> a = 2. 

Vậy, với a = 2 thì x 3 -3x + a chia hết cho (x-1) 2 . 

Ví dụ 2: Xác định các hằng số a và b sao cho: 

a. X 4 + ax 2 + b chia hết cho X 2 - X +1. 

b. ax 3 + bx 2 +5x-50 chia hết cho x 2 +3x-10. 

Giải 

a. Cách 1: Đặt tính chia ta được thương bàng X 2 + X + a , dư (a-l)x + (b-a). 

Muốn chia hết thì đa thức dư phải đồng nhất bằng 0, do đó a = 1, b = a. 
Vậy a = b = 1. 

Cách 2: Thương có dạng X 2 +cx + b. Nhân nó với X 2 - x + 1 rồi đồng 
nhất với X 4 + ax 2 + b, ta được C-1 = 0, b - c +1 = a, c-b = 0. Siuy ra 
a = b = c = 1. 

b. Cách 1: Đặt tính chia. 

Cách 2: Đồng nhất (x 2 + 3x-10)(ax + 5) với đa thức bị chia, 'được 
3a + 5 = b, 15-1 Oa = 5. Suy ra a = 1, b = 8. 

Cảch 3: Xét ax 3 + bx 2 -I- 5x - 50 = (x + 5)(x - 2).Q(x). Lần lượt cho 


X = -5, X = 2, ta được: 


-125a + 25b = 75 


o 


-5a + b = 3 
2a + b = 10 


o 


a = 1 
b =8 


8a + 4b = 40 

Ví dụ 3: Tìm các hằng số a và b sao cho X 3 + ax + b chia cho X +1 thì (dư 7, 
chia cho X - 3 thì dư -5. 

Giải 

X 3 + ax + b = (x + l).P(x) + 7 nên với X = -1 thì -1 - a + b = 7 , tức làồ: 
a-b = -8 (1) 

X 3 + ax + b = (x - 3).Q(x) - 5 nên với X = 3 thì 27 + 3a + b = -5 tức lià: 

3a + b = -32 (2) 

Từ (1) và (2) suy ra a = -10, b = -2 . 

Vỉ dụ 4: Tìm các hằng số a, b, c sao cho ax 3 + bx 2 + c chia hết cho x; + 2, 
chia cho X 2 -1 thì dư X + 5 . 

Giải 

Trong hằng đẳng thức ax 3 + bx 2 + c = (x + 2).P(x), cho X = -2, ta (được 
-8a + 4b + c = 0 (1) 

Trong hằng đẳng thức ax 3 + bx 2 +c = (x + l)(x - l).Q(x) + X + 5 , lần lượt 
cho X ^1$và X = -1, được a + b + c = 6,-a + b + c = 4 (2) 

TỀrtĩlraặ(2) suy ra a = 1, b = 1, c = 4. 


A 
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Vỉ dụ 5: Đa thức P(x) chia cho (x -1) được sô dư băng 4, chia cho (x -3) 
đưrc số dư bằng 14. Tìm số dư của phép chia P(x) chia (x-l)(x-3). 


Giải 


Cảch ĩ: Gọi thirơng của phép chia đa thức P(x) cho (x - 1) và cho (x - 3), 
thíO thứ tự là A(x), B(x) và dư theo thứ tự là 4 và 14. Như vậy: 


P(x) = (x-l).A(x) + 4 với mọi X (1) 

P(x) = (x-3).B(x) + 14 vớimọix (2) 


Gừ thưorng của phép chia P(x) cho đa thức bậc hai (x -l)(x -3) là C(x) 

vè dư là R(x). Vì bậc của R(x) nhỏ hon bậc 2 nên R(x) có dạng ax + b. 
TíCÓ: p(x) = (x-l)(x-3).c(x) + (ax + b) với mọi X. (3) 

Tlay X = 1 vào (1) và (3) ta có: p(l) = 4; p(l) = a + b. 

Tlay X = 3 vào (2) và (3) ta có: p(3) = 14; p(3) = 3a + b. 

T, {; +b ; 4 .. = í . 

[3a + b = 14 |b = -1 

V;y, dư của phép chia P(x) cho (x-l)(x-3) là 5x-l. 

Cáchì: P(x) = (x-l).A(x) + 4 nên 

(x - 3)P(x) = (X - l)(x - 3). A(x) + 4(x - 3) (1) 

p(x) = (x-3).B(x) + 14 nên: 

(x - l)P(x) = (X - l)(x - 3).B(x) + 14(x -1) (2) 

Lấ' (2) trừ (1) vế theo vế, ta có: 

[(* - !) - ( x - 3)] p (x) = (x - l)(x - 3). [B(x) - A(x) + 14(x -1) - 4(x - 3)] 
e 2P (x) = (x - l)(x - 3)[B(x) - A (x)] + lOx - 2 

Di đó: p(x) = (x - l)(x - 3)+ (5x -1) trong đó bậc của 5x - 1 

ếLẳ 

mỏ hơn bậc của (x-l)(x-3). 

Viy dư của phép chia P(x) cho (x-l)(x-3) là 5x - 1. 

Vi dụ6: Chia các đa thức 

a. (3x 4 - 8x 3 - 10x 2 -I- 8x - 5): (3x 2 - 2x + 1) 

b. (2x 3 - 9x 2 + 19x -15): (x 2 - 3x + 5) 

c. (6x 5 -3x 4 y+ 2x 3 y 2 -I-4x 2 y 3 -5xy 4 +2y 5 ):(3x 3 -2xy 2 +y 3 ) 
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Giải 


a. Cách 1: Chia thông thường 
3x 4 -8x 3 -10x 2 +8x-5 

3x 4 -2x 3 +x 2 

-6x 3 -1 lx 2 + 8x -5 
-6x 3 +4x 2 -2x 

-15x 2 + 1ƠX-5 
-15x 2 +10x-5 


3x 2 -2x +1 

X 2 -2x -5 


0 

Cách 2: Dùng phương pháp hệ số bất định: 

-Ta nhận thấy rằng, hệ số của hạng từ có bậc cao nhất của đa thúrc bị 
chia và của đa thức chia là bằng nhau (bằng 3). Vậy hệ số của hạng từ có 
bậc cao nhất cùa thương phải là 1. Tương tự như vậy, hạng tử khômg đổi 
của thương phải là -5 (-5.1) = -5. Mặt khác, đa thức bị chia có bậc: là 4, 


đa thức chia có bậc là 2. Vậy đa thức thương có bậc là 2. Do vậy đai thức 
thương phải có dạng : X 2 + ax - 5 

Ta có: 3x 4 - 8x 3 - 10x 2 + 8x - 5 = (3x 2 - 2x + l)(x 2 + ax - 5) 

Khai triển vế phải bằng phép nhân các đa thức, ta có: 

3x 4 - 8x 3 - lõx 2 + 8x - 5 


= 3x 4 + (3a - 2)x 3 + (-15 - 2a + l)x 2 + (a + 10)x - 5 . Hệ số của các 


từ cùng bậc ở hai vế phải bằng nhau, ta suy ra: 


3a - 2 = -8 
< -15-2a + l = -10 
a + 10 = 8 


hạng 


Cả ba đẳng thức đều cho a = -2 . Vậy đa thức thương là X 2 - 2x - 5 
b. Cách 1: Cách thông thường (các bạn tự giải) 

Cảch 2: Sử dụng phương pháp đồng nhất các hệ số (phương pháp Ihệ số 
bất định). Ta thấy ngay thương phải là một nhị thức bậc nhât mà Ihệ số 
của X là 2, hạng từ không đổi là —3. 

Đó là 2x -3. Kiềm tra lại, ta thấy đúng là: 

(2x 3 - 9x 2 + 19x - 15) = (X 2 - 3x + 5)(2x - 3) 


c. 


Cách 1: Ta nhận thấy: Đa thức bị chia bậc 5, đa thức chia bậc 3. Víậy đa 
thức thương phải là bậc 2. 

- Hệ số của hạng từ có bậc cao nhất của X trong đa thức bị chia là 6, 
trong đa thức chia là 3. Vậy hệ số của hạng tử có bậc cao nhât c:ủa X 
trống thưởng là 2. 
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Tưmg tự, hệ số của hạng tử có bậc cao nhất của y trong thương là 2. 

Vậ/ thương phải có dạng: 2x 2 + axy + 2y 2 . Ta có: 

(6: 5 - 3x 4 y + 2x 3 y 2 + 4x 2 y 3 - 5xy 4 4- 2y 5 ) 

= (3x 3 - 2xy 2 + y 3 )(2x 2 4- axy 4- 2y 2 ) 

Đcng nhất các hệ số của các hạng tử cùng bậc ở hai vê sau khi khai triên, 
ta íó: a = -1. Vậy thương là 2x 2 -xy 4- 2y 2 . 

Ccclĩ 2: Chia thông thường 

6: 5 -?x 4 y4-2x 3 y 2 4-4x 2 y 3 -5xy 4 4-2y 5 3x 3 -2xy 2 4- y J 

6T_ -4x 3 y 2 4-2x 2 y 3 2x 2 -xy + 2y 2 

-3x 4 y+ 6x 3 y 2 4-2x 2 y 3 -5xy 4 +2y 5 
-3x 4 y 4-2x 2 y 3 -xy 4 


6x 3 y 2 -4xy 4 + 2y 5 

6x 3 y 2 -4xy 4 +2y 5 


0 


Cìúỷ 


- Phương pháp hệ số bất định chỉ nên sử dụng trong phép chia khi biết 
ctãc tnưong là một nhị thức bậc nhát hoặc là tam thức bậc hai mà ta đã 
bét mòt vài hệ số, chỉ cần xác định một, hai hệ số nữa; chỉ trong trường 
hạ? này thì việc làm mới đơn giản và có lợi. 

Piương pháp phân tích thành nhân tử cũng chi nên dùng khi việc phân 
tííh là tưcmg đối đơn giản. 

Ví dụ 7. Chửng minh định lí “Số dư trong phép chia đa thức f(x) cho nhị 
thvc (x - a) bằng giá trị của đa thức ấy tại X = a 


Giải 


Cha đa thức f(x) cho nhị thức (x -a), ta được thương là Q(x) và dư là 
hằig sỏ r. Ta có f (x) = (x-a).Q(x) + r với mọi X, do đó x=a thì 


f(ì)=r. 


Cỉú ý: Định lí trên được gọi là định lí Bê-du mang tên nhà toán học 
Phip Bézout (1730 - 1783). Định lí Bê-du giúp ta tính số dư của phép 
cha đa thức f(x) cho nhị thức (x -a) mà không cần thực hiện phép chia 
đa thức 

Tủ định lí Bê-du, ta thấy đa thức f(x) chia hết cho (x - a) khi và chỉ khi 
a li ngtóSh của đa thức. 
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Ví dụ 8 . Cho đa thức f(x) = a 0 x 4 + a 3 x 3 + a 2 x 2 + a 3 x + a,ị. Chửng minh irăng: 

a) Đa thức f(x) chia hết cho (x -1) nếu tồng các hệ số bàng 0. 

b) Đa thức f(x) chia hết cho (x + 1) nếu tồng các hệ số cùa hạng ttử bậc 

chẵn bang tồng các hệ số của hạng tử bậc lẻ. 

Giải 

a) Theo định lí Bê-du, số dư r của phép chia f(x) cho (x -1) là: 

r = f(l) = a 0 + a. l + a 2 + a 3 4- a 4 
Neu a 0 + + a 2 + a 3 + a 4 = 0 thì r = 0 . 

b) Theo định lí Bê-du, số dư r của phép chia f(x) cho (x +1) là: 

r = f(-l) = a 0 -a 1 +a 2 -a 3 +a 4 
Nếu a 0 + a 2 + a 4 = aj + a 3 thì r = 0. 

Chú ý: Chứng minh trên không chỉ đúng đối với đa thức f(x) có bậic bốn 
mà còn đúng với đa thức f(x) có bậc bất kì. 

Ví dụ 9. Tìm các giá trị nguyên của n để giá trị của biểu thức 2n 2 +3n + 3 
chia hết cho giá trị của biểu thức 2n -1. 

Giải: Đặt phép chia: 


2n 2 -3n + 3 

2n-l 

- 2n 2 -n 

n + 2 

4n + 3 


4n-2 


5 



Đa thức 2n 2 + 3n + 3 không chia hét cho đa thức 2n -1, nhưng có mhững 
giá trị nguyên của n để giá trị của 2n 2 +3n + 3 chia hết cho giá tirị của 
2n -1. 

Muốn vậy 2n -1 phải là ước của 5, tức là ±1; ± 5 . 

Với 2n -1 = 1 => n = 1 
Với 2n -1 = -1 => n = 0 
Với 2n-l = 5 => n = 3 
Với 2n -1 = “5 => n = -2 

Vậy với n bằng 1; 0; 3; -2 thì giá trị của biểu thức 2n 2 +3n + 3' chia 
nết cho gíá trị của biểu thức 2n -1. 

■ ỹ 
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Bài tập vận dụng 


1. Rủ gọn các biêu thức: 


3. 


iT 

í 9 ì 

uj 

llôj 

9 8 .5 3 


'O 

r-Ị 

ao 

4 


10 


I 00 ọ 160 

^2^8 48O 


4. (l5.3 n +4.27 4 ):9 7 ; 5. 


8(x + 2yỳ 


2x + 4y 

2. Xái định hệ số a để đa thức (x 1 + ax 2 + 1) chia hét cho (x 2 + 2x + 1). 

3. Xác định hệ số a để phép chia (3x 2 + ax + 27) chia cho (x + 5) cỏ số dư 
bàig 2. 


4. Tìn hệ số a và b để đa thức (x 4 + ax 2 + b) chia hết cho (x 2 + X + 1 ). 

5. Tìn hệ số a và b sao cho (ax' -t-bx-24) chia hết cho (x + l)(x + 3). 

6. Tìn hệ số a và b sao cho (x 4 - X 3 - 3x 2 + ax + b) chia cho (x 2 - X - 2) 
đưcc dư là (2x -3). 


7. Đa thức (2x 3 +ax + b) chia cho (x + 1) dư -6, đa thức ấy chia cho 
(x-2) dư 21. Xác định các hệ số a và b. 

8. Chmg minh rằng không tồn tại số tự nhiên nào đề giá trị của biểu thức 
2n - 3n 2 + n + 3 chia hêt cho giá trị của biểu thức n 2 - n. 

9. Khaig làm phép chia đa thức, hãy xác định xem đa thức 4x 3 - 7x 2 - X - 2 
có ihia hết cho các đa thức sau hay không: 

a) : — 2; b) x + 2. 

10. Ch« đa thức p(x) = a 5 x 5 +a 4 x 4 +a 3 x 3 +a 2 x 2 +a 1 x + a 0 . Chứng minh: 

a) l(x) chia hét cho (x -1) nếu tổng các hệ số bằng 0. 

b) \x) chia hét cho (x + l) nếu tồng các hệ số của lũy thừa bậc lẻ đối 
vớix bằng tồng các hệ số của lũy thừa bậc chẵn đối với X. 

11. Xá. định dư của phép chia đa thức (x + X 3 + X 9 + X 27 + X 81 ) cho: 

a) : — 1; b) X 2 -1. 

12. Chmg minh rằng (x 2 + X -1) 10 + (x 2 - X +1) 10 -2 chia hết cho (x -1). 







13. Tìm các giá trị nguyên của X để số trị biều thức (2x 2 + x — 7 ) clhia hét 
cho số trị biểu thức (x - 2 ). 


14. Tìm các giá trị nguyên của X đề số trị biểu thức (10x 2 -7x -5) cỉhia hết 
cho số trị biểu thức (2x - 3). 


15. Xác định số tự nhiên n để số trị biểu thức (25n 2 - 97n + 11) chia hết cho 
số trị biểu thức (n - 4 ). 

16. Tìm đa thức P(x) biết rằng P(x) chia cho (x + 3) thì dư 1, chiia cho 
(x-4) thì dư 8, chia cho (x + 3)(x-4) được thưorng là 3xvàcòn dư. 

17. Xác định hằng số a sao cho: 

a. 4x 2 -6x + a chia hết cho x-3. 

b. 2x 2 +x + a chia hết cho x + 3. 

c. X 3 + ax 2 - 4 chia hết cho X 2 + 4x + 4. 

18. Xác định hàng số a sao cho: 

a. 10x 2 -7x + a chia hết cho 2x-3. 

b. 2x 2 +ax + l chia cho x-3 dư 4. 

c. ax 5 +5x 4 -9 chia hết cho x-1. 

19. Xác định các hằng số a và b sao cho 

a. x 4 +ax + b chia hết cho x 2 -4. 

b. x 4 +ax 3 +bx-l chia hết cho x 2 -l. 

c. x 3 +ax + b chia hết cho x 2 +2x-2. 

20. Xác định các hằng số a và b sao cho 

a. ax 4 + bx 3 +1 chia hết cho (x -1) 2 . 

b. X 4 + 4 chia hết cho X 2 + ax + b . 

21. Rút gọn các biểu thức: 


a) 49 12 :7 4 ; 


b) 


Í25) 

25 

' 5 ' 

50 

í 3> 

25 

' 9 ' 

_ 

• 


; c) 


• 




,4, 

> / 

,4; 


,16 J 


22. Xác định các số a sao cho: 
a) 27x^Ha chia hết cho 3x + 2 ; 
b$ỉ>& Ệ$ 2 +1 chia hết cho X 2 + 2x +1; 
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Hướng dẫn và đáp sổ 


( Q \ 


45 


/ n \20 


3 

v4 J 

100 r»160 


v4 ) 

125 1UU .2 


( 3 } 


25 


5^98 4 80 


V 4y 

g300 2^ 60 
0298 2160 


= 5 2 = 25. 


1. ]. Đối thành lũy thừa cùng cơ số: 

2. Đồi thành lũy thừa cùng cơ sô: 

3. Đáp số: Ậ- . 

F 15 

4. Đáp số: 1. 

5. ^^ = Ễg^ = 4(x + 2y)\ 

2x +4y 2(x + 2y) v ; 

2. Đápsố:a = -2. 

3. Gọi thương của phép chia là Q(x) thì (3x 2 4- ax 4- 27) = (x 4- 5).Q(x) 4- 2 
với mọi X. Sau đó cho X = -5, ta được a = 20 . 

4. Cách 1: Làm phép chia, ta được thương bàng X 2 -X 4- a, dư (1 -a)x 4-(b-a). 


Muốn chia hết thì đa thức dư phải đồng nhất bằng 0, tức là « 


l-a = 0 
b-a = 0 




a = l 
b = l 


Cách 2: Nhận xét thương là đa thức bậc hai có số hạng bậc cao nhất là 
X 4 : X 2 = X 2 , số hạng bậc thấp nhất là b: 1 = b . Gọi thương là x 2 4- cx + b 
rồi đồng nhất (x 2 4- X 4- l)(x 2 4CX 4 b) với (x 4 4- ax 2 4- b), ta được 
C4-1 = 0; b + c 4- 1 = a; b4-c = 0 => c = —1; b = 1; a = 1. 


5. Cách 1: 

Thực hiện phép chia, được thương là ax-4a, dư (13a4-b)x+(l2a-24). 

Cách 2: Đồng nhất đa thức (ax 3 4- bx - 24) với (x 2 4- 4x 4- 3)(ax - 8), suy 
ra 4a- 8 = 0; 3a-32 = b. 


Cách 3: Với mọi X, ta có (ax 3 4-bx - 24) = (x 4-l)(x 4-3).Q(x), lần lượt 
cho X = -1; x = -3. Đáp số: a = 2; b = -26 . 


6. Đáp số: a = 3; b = -l. 

7. Với mọi X, ta có: (2x 3 4-ax 4-b) = (x 4-l).P(x) - 6 


(2x 3 + ax 4- b) = (x - 2).Q(x) 4- 21 


( 1 ) 

( 2 ) 














Với X = —1 thì -2-a + b = -6. 

Với X = 2 thì 16 + 2a + b = 21. Do đó: a = 3; b = -1. 

8. Ta phải có (n 2 -n) là ước của 3. Điều này không xảy ra vì (n 2 -n) là số c:hằn. 

9. a. 4x 3 - 7x 2 - X - 2 = (x - 2).P(x) 4 r với mọi X. 

Với x = 2 thì 4.2 3 -7.2 2 -2-2 = r » r = 0. 

Vậy, 4x 3 - 7x 2 - X - 2 chia hết cho x - 2 . 
b. Số dư cùa phép chia bằng - 60. 

10. a) a 5 x 5 4 a 4 x 4 4- a 3 x 3 4 a 2 x 2 4 ajX 4 a 0 = (x - l).Q(x) 4 r với mọi X. 

Với X = 1 thì a 5 4 a 4 4 a 3 4 a 2 4 a, 4a 0 = r. 

Nếu a 5 4 a 4 4 a 3 4 a 2 4 a x 4 a 0 = 0 thì r = 0, tức là P(x) chia hết cho x; — 1. 
b. Tưorng tự như trên, ta có: -a 5 4a 4 -a 3 4a 2 -a 1 4a 0 = r . 

Nếu a 5 4 a 3 4 a, = a 4 4 a 2 4 a 0 thì r = 0, tức là P(x) chia hết cho X 4 1. 

11. a. Dư trong phép chia cho X - 1 là hàng số. 

Gọi thưomg của phép chia là Q(x) và dư là r, ta có với mọi x: 

(x 4 X 3 4 X 9 4 X 27 4 X 81 ) = (x - l).Q(x) 4 r 
Với X = lthìl4l4l4l4l = 5 <=> r = 5 . 

Vậy, số dư của phép chia là 5. 

b. Dư trong phép chia cho X 2 -1 có bậc cao nhất là bậc nhất. 

Gọi thưomg cùa phép chia là Q(x) và dư là ax 4 b, với mọi X ta có: 

(X 4 X 3 4 X 9 4 X 27 4 X 81 ) = (X 2 - l).Q(x) 4 (ax 4 b) . 

Với X = 1 thì 5 = a + b. 

Với X = —1 thì “5 = -a + b. 

Từ đó a = 5; b = 0. Dư cùa phép chia là 5x. 

12. Đặt (x 2 4 X -1) 10 4 (x 2 - X 41) 10 - 2 = (x - l).Q(x) 4 r với mọi X, rồ)i cho 
X = 1, ta được r = 0. 

13. Đặt phép chia (2x 2 4 X - 7) cho X - 2, ta được thưorng là 2x 4 5, số (dư là 
3. Như vậy đa thức (2x 2 4X-7) không chia hết cho X - 2. Nhưmg có 
những giá trị của X làm cho số trị của (2x 2 4 X - 7) chia hết cho số tirị của 
X - 2. Đó là những giá trị của X mà 3 chia hết cho X - 2. Ước số cùm 3 là 

ần lượt cho X - 2 bàng 1; - 1; 3; - 3, ta được X = 3; 1; 5; -1. 
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14. Đá[ số: 2; 1; - 2; 5. 

15. n - ị phải là ước số của 23. Đáp số: 5; 3; 27; - 19. 

16. Dư :ủa phép chia là X + 4 . 

P(» = 3x(x + 3)(x - 4) + X + 4 = 3x 3 - 3x 2 - 35x 4- 4 . 


17. a. i = —18 b. a = -15 c. a = 3 . 

18 . a. a = — 12 b. a = -5 c. a = 4 

19. a. Cá thế giải bàng 3 cách: đặt tính chia, hệ số bất định, xét giá trị riêng. 
Đáj số: a - 0 , b - -16 . 

b. Cỏ tlè giải bàng 3 cách như câu a. Đáp sô: a + b = 0 (tức !à a tùy ý, b - -a ) 

c. Có ửé giải bàng hai cách: đặt tính chia, hệ số bất định. Đáp số: a = -6, b = 4 . 

20. a. Gài bằng hai cách: Đáp số a = 3, b = -4. 


b. ĩhân tích X 4 + 4 thành nhân tử, được (x 2 + 2x + 2)(x 2 - 2x + 2). 
Vậ; a = ±2, b = 2 . 

21. a) Pổi thành lũy thừa cùng cơ số: 

Cách 1: 49 12 : 7 4 = (7 2 ) 12 : 7 4 = 7 24 : 7 4 = 7 20 
Cáíh 2: 49 12 : 7 4 = 49 i2 : (7 2 ) 2 = 49 12 : (49) 2 = 49 i0 


b) Dáp sô: 1. 

c) Dáp số: 






22. a) i = -12 

b) I = -2 

c) Gọi thương của phép chia là Q(x) thì 3x 2 + ax + 27 = (x + 5).Q(x) 4 2 
với mọi X. 

Sai đó cho X = -5 ta được a = 20 . 





§2. Phân tích đa thức thành nhân tử 


Một số kiến thức cơ bản 

Hằng đẳng thức đáng nhở 

(a 4* b) 2 = a 2 + 2ab + b 2 ; (a - b) 2 = a 2 - 2ab 4- b 2 ; (a 4- b) (a - b) = a 2 - b 2 
(a 4- b) 3 = a 3 4- 3a 2 b + 3ab 2 4- b 3 ; (a - bý = a 3 - 3a 2 b 4- 3ab 2 - b 3 ; 
a 3 4- b 3 = (a 4- b)(a 2 - ab 4- b 2 ); a 3 - b 3 = (a - b)(a 2 + ab 4- b 2 ) 

(a 4- b 4- c) 2 = a 2 4- b 2 + c 2 4- 2ab 4- 2ac 4- 2bc 

Các dạng bài tập cơ bản 


Dạng 1: Phân tích đa thức thành nhân tử băng phương pháp đột nhãn từ cihung 
Phương pháp chung ; Trong phường pháp này , người ta thưởng tácìh các 
hạng từcua đa thức thành tích các nhân từ sao cho giữa các hạmg tử 
xuất hiện nhân tử chung 

Dạng 2: Phân tích đa thức thành nhân tử bằng phương pháp nhómtằhiều 

t _ 



-BDHSỈGT8- 



Dạng 7' Sử dụng phân tích thành nhân tử đê giải các bài toán khác 
Dạng 8 Sử dụng định ỉỷ Bezout vào phân tích đa thức thành nhân tử. 


Các VI dụ minh họa 

Dạng ỉ: Phân tích đa thức thành nhãn tử bằng phương pháp đặt 
nhìn tử chung 

Ví dụ r. Đưa các nhân tử chung ra ngoài dấu ngoặc: 

a. í m + 2 - a m ; b. -5x m y + 15x n y. 

Giải 

a. a“ +2 -a M = a m .a 2 -a“ = a"(a a -1) = a ,n (a - l)(a +1) 

b. Phâĩ biệt hai trường hợp: 

* n > n : -5x m y + 15x n y = -5x n .x m ' n y + 15x n y = -5x n y(x m ’ n -3) 


* n < n: -5x rn y + 15x n y = -5x m y + 15x m .x n m y = -5x m y(l -3x n ' m ). 

Dạng 2: Phân tích đa thức thành nhân tử bằng phương pháp nhóm 
nh ều hạng tử 

Phtơng pháp chung: Ta sử dụng các hằng đẳng thức đảng nhớ theo 
chiỉu biên đôi từ vé này là một đa thức sang vế kia là một tích của các 
nhen tử. hoặc lũy thừa cùa một đa thức đơn giản hơn 
Vi dụ ì: Phân tích các đa thức sau thành nhân tử: 

a. I 3 Z + x 2 yz - X 2 Z 2 - xyz 2 ; b. p m+2 q - p m+1 q 3 - p 2 q n+1 + pq n+3 

Giải 

Có nhiều cách giải, tùy theo cách ta nhóm các số hạng 

a. Cảci 1. 

p = X 3 Z + x 2 yz - X 2 Z 2 - xyz 2 = (x 3 z - X 2 Z 2 ) + (x 2 yz - xyz 2 ) 

= (: - z)(x 2 z 4- xyz) = xz(x - z)(x + y) 

Cả(h 2: p = (x 3 z + x 2 yz)-(x 2 z 2 + xyz 2 ) 

= x 2 z(x + y) - xz 2 (x + y) = xz(x + y)(x - z) 

b. Cảih I: 

Q = p m+2 .q - p m+ 1 q 3 - p 2 q n+1 + pq n+3 = p m+ 1 q(p - q 2 ) - pq n+l (p - q 2 ) 

= (r -q li )(p m+1 q -pq n+1 ) = pq(p -q 2 )(p m -q") 


Cách 2: Q = (p m+2 q + pq n+3 ) - (p m+1 q 3 + p 2 q n+1 ) 

= Pl(p m+I + q n+2 ) - pq(p m q 2 + pq n ) = pq [(p m+1 - q 2 p m ) + (q n+2 - pq n )] 



-q 2 ) + q"(q 2 -p)] = pq(p-q 2 )(p m 
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Vỉ dụ 2: Phân tích thành nhân tử: 

a. X 2 - (a + b)xy + aby 2 b. ab(x 2 + y 2 ) + xy(a 2 + b 2 ) 

c. (xy + ab) 2 + (ay-bx) 2 ; d. a 2 (b-c) + b 2 (c-a) + c 2 (a-b)|. 

Giải 

a. X 2 -axy-bxy+ aby 2 =(x 2 -axy)-(bxy-aby 2 ) 

= X (x - ay) - by (x - ay) = (x - ay)(x - by). 

b. (abx 2 + xya 2 ) + (aby 2 + xyb 2 ) = ax(bx + ay) + by(ay + bx) 

= (bx + ay)(ax + by). 

c. x 2 y 2 + a 2 b 2 +a 2 y 2 + b 2 x 2 =(x 2 y 2 + a 2 y 2 ) + (a 2 b 2 + b 2 x 2 ) 

= y 2 (x 2 + a 2 ) + b 2 (x 2 + a 2 ) = (x 2 + a 2 )(y 2 + b 2 ) 

d. (a 2 b - a 2 c + b 2 c - b 2 a) + c 2 (a - b) = [(a 2 b - b 2 a) - (a 2 c - b 2 c)] + c 2 (a — b) 

= [ab(a-b)-c(a 2 -b 2 )] + c 2 (a-b) = (a - b)(ab - ca - cb) + c 2 (a - bO 

= (a - b)(ab - ca - cb + c 2 ) = (a - b) Ị^(ab - cb) + (c 2 - ca) J 
= (a - b)(a - c)(b - c) 

Dạng 3: Phân tích đa thức thành nhân tử bằng phương pháp idùng 
hằng đẳng thức 

Phương pháp chung: Ta sử dụng các hằng đẳng thức đáng nhcr theo 
chiều biến đối từ vế này là một đa thức sang vế kia là một tích củia các 
nhân từ, hoặc lũy thừa của một đa thức đơn giản hơn. 

Vi dụ 1: Phân tích các đa thức sau đây thành nhân từ: 

a. 25x 4 - 10x 2 y + y 2 

b. -16a 4 b 6 - 24a 5 b 5 - 9a 6 b 4 ; 

c. 8m 3 + 36m 2 n + 54mn 2 + 27n 3 . 

Giải 

a. 25x 4 - 10x 2 y + y 2 = (5x 2 ý - 2(5x 2 )y + y 2 = (5x 2 - y) 2 

b. -16a 4 b 6 - 24a 5 b 6 - 9a 6 b 4 = -a 4 b 4 (16b 2 + 24ab + 9a 2 ) 

= -a 4 b 4 [(4b) 2 + 2(4b)(3a) + (3a) 2 ] = -a 4 b 4 (4b + 3a) 2 

c. 8m 3 + 36m 2 n + 54mn 2 + 27n 3 

= (2m) 3 + 3.(2m) 2 .3n + 3.2m(3n) 2 + (3n) 3 = (2m + 3n) 2 
Vi dụ 2: Phân tích thành nhân tử: 

a. 4b 2 c 2 - (b 2 + c 2 - a 2 ) 2 ; b. (ax + by) 2 - (ay + bx) 2 ; 

c. (gỉ 5) 2 - 4(ab + 2) 2 ; d. (4x 2 - 3x -18) 2 - (4x 2 + 3x) 2 . 
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Giải 


a. (2b4b 2 4 c 2 - a 2 )(2bc -b 2 -c 2 + a 2 ) 


(>4c) 2 -a 2 a 2 -(b-c) 2 


= (1+ c 4 a)(b 4 c - a)(a + b - c)(a - b 4 c) 


b. (ax-by -I-ay + bx)(ax + by - ay - bx) 


= (í + b)(x + y)(a-b)(x-y) 

c. (a 2 - b 2 - 5 4 2ab 4 4)(a 2 4 b 2 - 5 - 2ab - 4) 

= 1^(1 4 b) 2 -1 JỊ\a - b) 2 - 9~ị = (a -I- b + l)(a 4 b - l)(a - b + 3)(a - b - 3) 

d. (4x - 3x -18 4 4x 2 4 3x)(4x 2 - 3x - 18 - 4x 2 - 3x) 

= (Sí 2 - 18)(-6x - 18) = [2(4x 2 - 9)][-6(x 4 3)] = -12(2x + 3)(2x - 3)(x 4 3) 
Vỉ dụ 3 Phân tích thành nhân tử: 

4a>cd + (a 2 + b 2 )(c 2 4 d 2 )] 2 -4[cd(a 2 + b 2 ) + ab(c 2 + d 2 )] 2 


(Đe thi vô địch toán vòng II, Beỉarussỉa, 1958) 
Giải 


Biể thức có dạng: A 2 - B 2 , trong đó 
A =4abcd 4- (a 2 + b 2 )(c 2 -I- d 2 ); B = 2cd(a 2 + b 2 ) + 2ab(c 2 + d 2 ) 

Ta ó: A 2 -B 2 =(A + B)(A-B) 

A -fB = (a 2 -f b 2 )(c 2 + d 2 ) + 2cd(a 2 4- b 2 ) + 4abcd + 2ab(c 2 + d 2 ) 

= (r + b 2 )(c 2 + d 2 4 2cd) 4- 2ab(2cd + c 2 +d 2 ) 

= (c+ d) 2 (a 2 +b 2 + 2ab) = (c 4 d) 2 (a 4 b) 2 

Tưag tự như vậy, ta phàn tích được: A - B = (c - d) 2 (a - b) 2 

Cuc cùng ta có: A 2 - B 2 = (a 4 b) 2 (a - b) 2 (c 4 d) 2 (c - d) 2 

Dạng < Phẫn tích đa thức thành nhân từ bằng phtrưng pháp thêm 
bớt^à tách các hạng tử 
a. Phuửig pháp tách một hạng tử: 

Vỉ dụ 1 Phân tích thành nhân tử: X 2 - 6x 4 8 


Giải 


Ta ó thể có nhiều cách khác nhau để tách các hạng từ: 

Cáo 1: 

X 2 -6x 4 8 = (x 2 - 2x) - 4x 4 8 = x(x - 2) - 4(x - 2) = (x - 2)(x - 4) 
^' * 2 - 6x 4 8 = (x 2 - 6x 4 9) -1 = (x - 3) 2 -1 
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Cách 3: X 2 -6x + 8 = (x 2 -4)-6x + 12 = (x - 2)(x -I- 2) - 6(x - 2) 

. = (x-2)(x + 2-6) = (X“2)(x-4) 

Cách 4: X 2 - 6x + 8 = (x 2 -16) -6x + 24 = (x - 4)(x + 4) - 6(x - 4) 
= (x - 4)(x + 4 - 6) = (x - 4)(x - 2) 

Cách 5: X 2 - 6x + 8 = (x 2 - 4x + 4) - 2x + 4 = (x - 2) 2 - 2(x - 2) 

= (x - 2)(x - 2 - 2) = (x - 2)(x - 4) 

Vi dụ 2: Phân tích thành nhân tử: 

a. X 2 - 7xy + 10y 2 ; b. a 2 -5a -14. 

Giải 

a. X 2 - 7xy + 10y 2 = X 2 - 2xy - 5xy + 10y 2 

= x(x - 2y) - 5y(x - 2y) = (x - 2y)(x - 5y) 

b. a 2 - 5a -14 = a 2 + 2a - 7a -14 = a(a + 2) - 7(a + 2) = (a + 2)(a - 7) 
Ví dụ 3: Phân tích thành nhân tử: 

a. 2m 2 +10m + 8; b. 4p 2 -36p+ 56; 

c. X 3 -5x 2 -14x; d. x 2 yz + 5xyz - 14yz. 

Giải: 

a. 2m 2 + lOm + 8 = 2(m 2 +5m + 4) 

= 2[(m 2 + 2m +1) + (3m + 3)] = 2[(m +1) 2 + 3(m +1)] 

= 2(m + l)(m +1 + 3) = 2(m + l)(m + 4) 

b. 4p 2 -36p + 56 = 4(p 2 -9p + 14) 

= 4[(p 2 -4p + 4)-(5p- 10)] = 4[(p-2) 2 -5(p-2)] 

= 4(p - 2)(p - 2 - 5) = 4(p - 2)(p - 7) 


c. 


X 3 - 5x 2 - 14x = x(x 2 - 5x -14) 

= X [(x 2 + 4x + 4) - (9x + 18)] = X [(X + 2) 2 - 9(x + 2)] 
= x(x + 2)(x + 2 - 9) = x(x + 2)(x - 7) 


d. x 2 yz + 5xyz - 14yz = yz(x 2 +ÕX-14) 

= yz[(x 2 - 4x + 4) + (9x -18)] = yz[(x - 2) 2 + 9(x - 2)] 

= yz(x - 2)(x - 2 + 9) = yz(x - 2)(x + 7) 

Vỉ dụ 4: Phân tích thành nhân tử: X 3 + 3x 2 - 4 . 

Giải: 

Ta tách các hạng tử cùa đa thức trên bàng phương pháp tìm nghiệĩm của 
đa thức. Ta nhắc lại a là nghiệm của đa thức f(x) nếu f(a) = 0. Nhiư vậy 
nếu đa thức f(x) chứa nhân từ (x - a) thì a phải là nghiệm của đa thiức. Ta 
g nếu đa thức trên có một nhân tử là (x - a) thì nhàn ttử còn 



-BDHSGT8- 


lại là X* + bx + c, suy ra -ac = -4, tức là a phải là ước của -4. Tông 
quát, trong đa thức với hệ số nguyên, nghiệm nguyên (nếu có) phải là 
ước của hạng tử không đổi. Ước của -4 là ±1; ±2; ± 4. Kiềm tra thấy 1 

là nghiệm của đa thức. Như vậy, đa thức chứa nhân tử (x - 1), do đó ta 
tách các hạng từ của đa thức làm xuất hiện nhân từ chung (x - 1). 

Cách 1: X' + 3x 2 - 4 = X 3 - X 2 + 4x 2 - 4 = x 2 (x -1) + 4(x 2 -1) 

= x 2 (x - 1) + 4(x - l)(x + 1) = (x - l)(x 2 + 4x + 4) = (x - l)(x + 2) 2 
Cách 2: X 3 + 3x 2 - 4 = X 3 - 1 + 3x 2 - 3 = (x - l)(x 2 + X + 1) + 3(x 2 - 1) 


= (x - l)(x 2 + X + 1) + 3(x - l)(x + 1) = (x - l)(x 2 + X + 1 -I- 3x + 3) 

= (x - l)(x 2 + 4x + 4) = (x - l)(x + 2) 2 

l'a cũng chú ý rằng nếu đa thức có tồng các hệ số bằng 0 thì đa thức chứa 
nhân tử (x - 1), nếu đa thức có tổng các hệ số của hạng từ bậc chẵn bàng 
tổng các hệ số của hạng từ bậc lẻ thì đa thức chứa nhân từ (x + 1). 

Vi dụ 5: Phân tích thành nhân tử: 2x 3 - 5x 2 + 8x - 3 . 

Giải: 

Cách ỉ: Các số ±1; ±3 không là nghiệm của đa thức, như vậy đa thức 
không có nghiệm nguyên. Nhưng đa thức có thề có nghiệm hữu tỉ. Trong 

đa thức với hệ số nguyên, nghiệm hữu tỉ có dạng — trong đó p là ước 

q 

của hệ số tự do, q là ước dưorng của hệ số cao nhất (bạn đọc tự chứng 
minh). Như vậy nghiệm hữu tỉ (nếu có) của đa thức chỉ có thể là ±1; 


1 3 , , ị 

+ -T; ±3; hoặc ±^. Sau khi kiêm tra thây x =j- là một nghiệm nên đa 

2 2 2 


thức chứa nhân từ 


( l) 
x - — 

l 2 ) 


hay (2x -l). Do đó tìm cách tách các hạng tử 


của đa thức đề xuất hiện nhân từ chung (2x - 1). 
2x 3 - 5x 2 + 8x - 3 = 2x 3 - x 2 - 4x 2 + 2x + 6x - 3 


= x 2 (2x -1) - 2x(2x -1) + 3(2x -1) = (2x - l)(x 2 - 2x + 3) 

Cách 2: Có thể giải bài tập trên băng phưorng pháp hệ số bất định: Nếu 
đa thức trên phân tích được thành nhân từ thì phải có dạng: 

(ax + b)(cx 2 + dx + m). 

Phép nhãn này cho kết quả: acx 3 + (ad + bc)x 2 + (am + bd)x + bm . 


ac = 2 


Đồng nhất đa thức này với 2x 3 - 5x 2 + 8x - 3, ta được: 


ad 4- bc = -5 
am + bd = 8 



bm = -3 
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Có thề già thiết rằng a > 0 (vì nếu a < 0 thì ta đổi dấu cả hai nhân tử), do 


đó 


a = 2 
a = 1 


Xét a = 2 => c = 1, ta cỏ 2d + b = -5; 2m + bd = 8; bm = -3 

Xét b = -1 => m = 3; d = -2 thỏa mãn các điều kiện trên. 
Vậy a = 2; c = 1; b = -1; d = -2; m = 3. 


b =±1 
b = ±3 


Ta cỏ: 2x 3 - 5x 2 + 8x - 3 = (2x - l)(x 2 - 2x + 3). 

b. Phương pháp thêm hớt cùng một hạng tử: 

Vi dụ 1: Phân tích thành nhân tử: 

a. a 4 +64; b. a 4 + 4b 2 . 

Giải 


a. a 4 + 64 = (a 2 ) 2 + 8 2 + 2.8a 2 - 2.8a 2 = (a 2 + 8) 2 - (4a) 2 


= (a 2 + 8 + 4a)(a 2 + 8 - 4a) = (a 2 + 4a + 8)(a 2 - 4a + 8) 
b. a 4 +4b 4 = (a 2 ) + (2b 2 ) 2 + 2(a 2 )(2b 2 ) - 2(a 2 )(2b 2 ) 

= (a 2 + 2b 2 ) - (2ab) 2 = (a 2 + 2b 2 + 2ab)(a 2 + 2b 2 - 2ab) 

Ví dụ 2: Phân tích thành nhân tử: 

a. X 5 + X 4 +1 b. X 8 + X +1 c. X 8 + X 7 +1 

Giải: 

a. X 6 + x 4 + l = (x 6 +x 4 +x 3 )-(x 3 -1) 

= x 3 (x 2 + X +1) - (x - l)(x 2 + X +1) = (x 2 + X + l)(x 3 - X +1) 

b. A = x 8 +X + 1 = (x 8 -x 2 ) + (x 2 + X + 1) = x 2 (x 6 -l) + (x 2 +x + 1) 
Ta có: X 6 -1 = (x 3 + l)(x 3 -1) = (x 3 + l)(x-l)(x 2 + x + l) 


Thay vào A, được: A = x 2 (x 3 + l)(x - l)(x 2 + X +1) + (x 2 + X +1) 

= (x 2 + X + l)[x 2 (x 3 + l)(x -1) +1] = (x 2 + X ■+ l)(x 6 - X 5 + X 3 - X 2 + U) 

c. X 8 + X 7 +1 = (x 8 - X 2 ) + (x 7 -x) + (x 2 + X +1) 

= (x 2 +x)(x 6 -l) + (x 2 +x + l) 

= (x 2 + x)(x 3 + l)(x - l)(x 2 + X + 1) + (x 2 + X + 1) 


= (x 2 + X + l)[(x 2 + x)(x 3 + l)(x - 1) + l] = (x 2 + X + l)(x 6 - X 4 + X 3 - X +- 1). 

Chú ý: Người ta chứng minh được rằng kết quả trong các phân tícĩh trên 
đây là những đa thức không thể phân tích thành tích cùa những đia thức 
có bậc nhỏ hơn nữa. Nói riêng, tam thức bậc hai ax 2 +bx + c ikhông 
phân tích được thành nhân tử (là nhị thức bậc nhất) nếu A = b 2 - 4ac là 
số âm lwặc không phải là số chính phương. 
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Vi dụ 3 Phân tích các biểu thức sau thành nhân tử: 

a. r. 3 — 6m 2 1 lin -6; 

b. y 4- 6x 3 4 7x 2 - 6x 4 1; c. n 8 4 n 4 4 1. 

Giải: 

a. m 3 * 3m 2 -3m 2 4 9m 4 2m - 6 

= n(m - 3) - 3m(m - 3) 4 2(m - 3) = (m - l)(m - 2)(m - 3) 

b. X 4 3x 3 +3x 3 4 9x 2 -X 2 -X 2 -3x-3x4 1 

Nhm các hạng từ thích hợp để có két quả: (x 2 4 3x -1) 2 

c. Thoi và bớt n 4 vào biểu thức và nhóm các hạng tử thích hợp: 
Kế quả: (n 2 - n 4 l)(n 2 4 n 4- l)(n 4 - n 2 4 1) 


c. Phưng pháp đặt biến phụ: 


Ví dụ : Phân tích thành nhân từ: (x 2 4 x) 2 4 4x 2 4 4x -12. 

Giải: 

A (x 2 4 x) 2 4 4x 2 4 4x - 12 = (x 2 4 x) 2 4 4(x 2 4 x) - 12 
Đặ y = x ’ 4 x,ta được: A = y 2 4 4y-12 = y 2 4 4y 4 4-16 
= ( 4 2) 2 -4 2 =(y424 4)(y42-4) = (y4 6)(y-2) 

= (: 2 4X4 6)(x 2 4 x - 2) = (x 2 4 X 4 6)(x - l)(x 4 2). 
ví dụ : Phân tích đa thức thành nhân tử: x(x 4 4)(x 4 6)(x 410) 4128 

Giải: 


x(x 4 4)(x 4 6)(x 4 10) 4128 = (x 2 410x)(x 2 4 lOx 4 24) 4 128 
Đặ X 2 4 lOx 4 12 = y, đa thức đã cho có dạng: 

(y - 12)(y 4 12) 4 128 = y 2 -16 - (y 4 4)(y - 4) 

: (x 2 4 10x 4 16)(x 2 4 lOx 4 8) = (x 4 2)(x 4 8)(x 2 4 lOx 4 8) 

Nhận 'ẻt: Trong ví dụ trên, nhờ phương pháp đồi biến, ta đã đưa đa thức 
lìc bốn đồi với X thành đa thức bậc hai đối với y. 

Ví dụ : Phân tích đa thức thành nhân tử: A = X 4 4 6x 3 4 7x 2 - 6x 41 

Giải: 

Gi sử X * 0. Ta viết đa thức dưới dạng: 


Ax : 


X 2 4 6x 4 7 - — 4 - 4-1 = X 2 



Đc X - — = y thì X 2 4 -ỉ- = y 2 4 2. Do đó 


4 2 4 6v 4 7) = x 2 (y 4 3) 2 = (xy 4 3x) 
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( 1 
X X- 


+ 3x = (x 2 +3x-l) 2 


L V x; J 

Dạng phân tích này cũng đúng với X = 0 . 

Chú ý: Có thể trình bày lời giải của ví dụ trên như sau: 

A = X 4 + 6x 3 - 2x 2 + 9x 2 - 6x +1 

= X 4 + 2x 2 (3x -1) + (3x -1) 2 = (x 2 + 3x -1) 2 

Vídụ4. Phân tích thành nhân tử: X 2 -2xy + y 2 +3x-3y-10 . 


Giải: 


Viết đa thức thành x 2 - 2xy + y 2 + 3x - 3y -10 = (x - y) 2 + 3(x - y)> -10 . 
Đặt x-y = u.Tacó: 

u 2 + 3u -10 = u 2 - 4 + 3u - 6 
= (u - 2)(u + 2) + 3(u - 2) = (u - 2)(u + 5) 

Suy ra X 2 -2xy + y 2 + 3x - 3y “ 10 = (x-y-f 5)(x-y-2). 

Dạng 5: Phăn tích đa thức thành nhăn tử bằng cách phối hợp nthiều 
phương pháp 

Ví dụ 1: Phân tích thành nhân tử: 

a. a 6 -a 4 + 2a 3 + 2a 2 b. (a + b) 3 -(a -b) 3 ; 

c. X 3 - 3x 2 + 3x -1 - y 3 


Giải 


a. a 6 -a 4 +2a 3 +2a 2 =a 2 (a 4 -a 2 +2a + 2) 

= a 2 (a + l)[a 2 (a -1) + 2 ] = a 2 (a + l)(a 3 - a 2 + 2). 

b. (a + b) 3 -(a-b) 3 = £(a + b) -(a-b)]|^(a + b) 2 + (a + b)(a -b) + (a - b) 2 

= 2b(a 2 + 2ab + b 2 + a 2 - b 2 + a 2 - 2ab + b 2 ) = 2b(3a 2 + b 2 ) 

c. X 3 -3x 2 +3x-l-y 3 = (x 3 -3x 2 +3x-l)-y 3 =(x-l) 3 -y 3 

= (x-l-y)[(x-l) 2 +(x-l)y + y 2 ] 

= (x -1 - y)(x 2 - 2x +1 + xy - y + y 2 ) 

Vi dụ 2: Phân tích thành nhân tử: 

a. 2x 2 (a + b + c) - 4xy(a + b + c) + 2y 2 (a + b + c) 

b. x m+4 +x m+3 -x-l. 



Giải 

a. 2x 2 (a + b + c) - 4xy(a + b + c) + 2y 2 (a 4- b + c) 

= 2(a +Jđ+ c)(x 2 - 2xy + y 2 ) = 2(a + b + c)(x - y) : 
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- X x m+3 - 1) + (x ,n+3 - 1) = (x + l)(x m+3 - 1) . 

= (: +l)(x-l)(x m+2 4x‘ n+1 +...+ 1). 

Vi dụ ỳ Phân tích thành nhân từ: (x + y + z) 3 - X 3 - y 3 - z 3 

(Đề thỉ vô địch toán lớp 8, vòng ly Belarussia y 1952). 
Giải 


(x-y + 




(x + y + z) 3 



“(y 3 + z 3 ) 


Áp dụng các hẳng đẳng thức: 

= (: 4 y 4 z - x)[(x -I- y 4 z) 2 4 (x 4 y 4 z)x + x 2 ] - (y + z)(y 2 - yz 4 z 2 ) 

= ( r 4 z) [x 2 4 y 2 4 z 2 4 2xy 4 2xz 4 2yz 4 xy + xz 4- x 2 + x 2 - y 2 + yz - z 2 

= ( r + z)(3x 2 + 3xy + 3xz + 3yz) = 3(y 4- z)[x(x 4- y) 4- z(x + y)] 

= 3X4- y)(y 4- z)(x 4- z) 

Chú ý: Cỏ thể biến đồi như sau (x + y + z) 3 - X 3 - y 3 - z 3 


= ị'(x + y) 4- z] 3 - (x 4- y) 3 - z 3 Ị + 3x 2 y + 3xy 2 

= [i(x + y)z(x4y4z)] + 3xy(x + y) 

= 3x + y)(xz 4- zy 4- z 2 + xy) = 3(x 4- y)(y 4- z)(z 4- x) 

Ví dụ a: Phân tích thành nhân tử: X 3 4- y 3 4- z 3 - 3xyz 

(Dề thi vào lởp 10 CT Lê Hồng Phong , Tp HCM , 1988) 

Giải 

Cách 1: Áp dụng các hằng đẳng thức: 

(a - b) 3 = a 3 4- b 3 4- 3ab(a 4- b); a 3 4- b 3 = (a 4- b)(a 2 - ab 4- b 2 ) 

Ta lược: M = x 3 4- y 3 4- z 3 - 3xyz 


= (ì 4- y) 3 4- z 3 - 3xyz - 3x 2 y - 3xy 2 

= (ì + y + z)Ị^(x 4- y) 2 -(x 4- y)z 4- z 2 J - 3xy (x 4 y 4- z) 

= (: 4 y 4 z)(x 2 4 y 2 4 z 2 - xy - yz - zx) 

Cách 2: 

(x-y4z) =x 3 4y 3 4Z 3 43xy(x4y4z) 43xz(x4y4z)43yz(x4y4z)-3xyz 


Từđây ta có: X 3 4 y 3 4 z 3 - 3xyz 


= (ì 4 y 4 z) 3 - (x 4 y 4 z)(3xy 4 3yz 4 3xz) 
= (ì 4 yjfc?)(x 2 4 y 2 4 z 2 - xy - yz - xz) 
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Vi dụ 5: Phân tích thành nhân từ: (x + y ) 5 - X 5 - y 5 . 

Giải 


Khai triền: (x + y) 5 theo nhị thức Newton, ta có: 

A=(x + y) 5 -x 5 -y 5 

= 5x 4 y + 10x 3 y 2 + 10x 2 y 3 + 5xy 4 = 5xy(x 3 + 2x 2 y + 2xy 2 + y 3 ) 

Mà X 3 + y 3 = (x + y)(x 2 • - xy + y 2 ); 2x 2 y + 2xy 2 = 2xy(x + y) 

Do dó: A = 5xy(x + y)(x 2 + xy + y 2 ) 

Vi dụ 6: Phân tích thành nhân từ: A = (x 2 + y 2 ) 3 + (z 2 - X 2 ) 3 - (y 2 + z 2 ) 3 . 


(Đề thi vô địch toán lớp 8, vòng /, Belarussia, 1957) 
Giải: 


Cách 1: Biến đồi (x 2 + y 2 ) 3 + (z 2 -x 2 ) 3 theo công thức tồng của hiai lập 


phương, ta được: (y 2 +z 2 )Ị^(x 2 + y 2 ) 2 -(x 2 + y 2 )(z 2 -x 2 ) + (z 2 -X 2 ) 22 


Thay vào A, ta có: A = (y 2 + Z 2 ).B . Trong đó: 


B = [(x 2 + y 2 ) 2 -(x 2 -i-y 2 )(z 2 -x 2 )] + [(z 2 -X 2 ) 2 -(y 2 +z 2 ) 2 ] 

= [(x 2 + y 2 )(2x 2 + y 2 - z*)] + [(2z 2 - X 2 + y 2 )(-x 2 - y 2 )] = (x 2 + y 2 )(3x 2 - 3z 2 ) 
Vậy: A = 3(y 2 + z 2 )(x 2 + y 2 )(x 2 - z 2 ) 

Cách 2: Chú ý rằng: y 2 + z 2 = (x 2 + y 2 ) + (z 2 - X 2 ). Ta có thể giải đơm giản 
như sau: Thay (y 2 +ii 2 ) 3 =[(x 2 +y 2 ) + (z 2 -x 2 )] 3 vào A, ta có: 

A = -3(x 2 + y 2 ) 2 (z 2 - X 2 ) - 3(x 2 + y 2 )(z 2 - X 2 ) 2 
= 3(x 2 +y 2 )(x 2 -z 2 )(x 2 +y 2 +z 2 -x 2 ) = 3(x 2 + y 2 )(x 2 -z 2 )(y 2 + z 2 ) 

Vi dụ 7: Phân tích thành nhân từ: 


A = 3abc + a 2 (a - b - c) + b 2 (b - a - c) + c 2 (c - a - b) - c (b - c) (a - (c) 


Giải 

Trước hết, ta biến đổi: 



B = 3abc + a 2 (a - b - c) + b 2 (b - a - c) + c 2 (c - a - b) 

= 3abc + a 3 + b 3 + c 3 - a 2 b - b 2 a - a 2 c - b 2 c - c 2 a - c 2 b 
= a 2 C|^b) + b 2 (b-a)-f c(2ab-a 2 -b 2 ) + c(c 2 -bc-ac + ab) 


(a 2 - b 2 ) - c(a - b) 2 + c(c - a)(c - b) 
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= a — b) 2 (a + b -c) + c(b -c)(a -c) 

A= B -c(b -c)(a -c) = (a - b) 2 (a + b -c) 

Vi tụ >: Phân tích đa thức sau thành nhân tử: a l(ỉ + a 8 b 8 4- b 16 

(Đe thi học sinh giỏi cấp II miền Bấc , 1967) 
Giải 

p : a 16 + a 8 b 8 + b ,G = (a 8 ) 2 + 2a 8 b 8 + (b 8 ) 2 - a 8 b 8 
= a 8 + b 8 ) 2 - (a 4 b 4 ) 2 - (a 8 + b 8 + a 4 b 4 )(a 8 + b 8 - aV) 

Tip tục phân tích nhân tử (a 8 + b 8 +a 4 b 4 ) theo cách thêm bớt trên ta 
đuc: a 8 + b 8 + a 4 b 4 =(a 4 + b 4 + a 2 b 2 )(a 4 +b 4 -a 2 b 2 ) 

Lẹ phân tích a 4 + b 4 + a 2 b 2 thành nhân tử theo cách trên ta cỏ: 
a > b 4 + a 2 b 2 = (a 2 + b 2 + ab)(a 2 + b 2 - ab). Két quả: 

p = (a 8 + b 8 -a 4 b 4 )(a 4 + b 4 -a 2 b 2 Ị(a 2 + b 2 -ab)(a 2 + b 2 + ab) 

Vi dụ*: Phân tích thành nhân từ: p = ab(a -b) + bc(b -c) + ca(c -a) 

Giải: 

Cách : Khai triển hai hạng từ cuối: 

p- ab(a - b) + bc(b - c) + ca(c - a) = ab (a - b) + b 2 c + c 2 a - ca 2 - b c 2 

: ab (a - b) + c 2 (a - b) - c(a + b)(a - b) 

- (a -b)[a(b -c) -c(b -c)] = (a -b)(b -c)(a -c) 

Cách': Tách (b-c) thành -[(a-b) + (c-a)] 
p= aib(a -b) + bc(b ~c) + ca(c-a) 

=ib ỉ(a - b) - bc [(a - b) + (c - a)1 + ca (c - a) 

= (a-b)(a-c) + c(c-a)(a-b) = (a-b)(a-c)(b-c) 

Dạng): Sử dụng phân tích thành nhăn tử để giải phương trình bậc cao 

Vi dụ G iải phưomg trình: 2x 3 + 7x 2 + 7x + 2 = 0 

Giải: 

B:n đồi phưcmg trình thành: (x + l)(x + 2)(2x 4-1) = 0. 

PLrcmg trình có ba nghiệm: x l = -1; x 2 = -2; x 3 = - ỉ . 

Dạnị7r Sử dụng phân tích thành nhân tử để giải các bài toán khác 
Vỉ dụ!: P hân tích thành thừa số: A = 2a 2 b 2 + 2b 2 c 2 + 2a 2 c 2 - a 4 - b 4 - c 4 . 

Crág™fnh rằng nếu a, b, c là ba cạnh của tam giác thì A > 0. 

Éầ rỉ thi vào chuyên toán miền Bắc , 1979) 
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Giải: 

Thêm bớt các hạng tử thích hợp và nhóm các hạng tử: 

A = 4a 2 b 2 - (a 4 + 2a 2 b 2 + b 4 ) + (2b 2 c 2 + 2a 2 c 2 ) - c 4 

= (2ab) 2 -[(a 2 + b 2 ) 2 -2c 2 (a 2 + b 2 ) + c 4 ] = (2ab) 2 -[(a 2 + b 2 )-c 2 ] 

= (2ab + a 2 + b 2 - c 2 )(2ab - a 2 - b 2 + c 2 ) 

= (a + b + c)(a 4- b - c)(c - a + b)(c + a - b) 

Nếu a, b, c là các cạnh của tam giác thì a > 0, b > 0, c > 0 và các nhân từ của 
biểu thức đều dương (theo các bất đẳng thức về các cạnh trong tam giác)) nên 
A> 0. 

Vỉ dụ 2: Chứng minh ràng với mọi số dương a, b, c ta có: 

a 2 (b + c - a) + b 2 (a + c -b) + c 2 (a + b - c) < 3abc 

(Đề thi vô địch toán úc, 1971) 

Giải 

Vì vai trò của a, b, c là như nhau, nên có thể giả thiết: a > b > c > 0. 

Có thể thấy rằng phải chứng minh: B > 0, với 

B = 3abc + a 3 + b 3 + c 3 - a 2 b - b 2 a - a 2 c - b 2 c - c 2 a - c 2 b 
= a 2 (a - b) + b 2 (b - a) + c(2ab -a 2 -b 2 ) + c(c 2 - bc - ac + ab) 

= (a - b)(a 2 - b 2 ) - c(a - b) 2 + c(c - a)(c - b) 

= (a - b) 2 (a + b - c) + c(b - c)(a - c) 

Vậy B = (a-b) 2 (a + b-c) + c(b-c)(a-c) 

Do giả thiết a > b > c,c > 0, từ đó suy ra điều phải chứng minh. 

Vi dụ 3: a) Phân tích ra thừa số: A = a 4 - 6a 3 + 27a 2 - 54a + 32 

b) Từ kết quả câu trên suy ra rằng biểu thức: n 4 - 6n 3 + 27n 2 - 54n -tf 32 
luôn luôn là số chẵn với mọi số nguyên n. 

(Đề thi vào lớp chuyên toán miền Bắc , 1975) 
Giải: 

a) Ta có: a= l=>A = 0=^>A:(a-l) 

a = 2=> A = 0=> A:(a-2). Vậy A:(a-l)(a-2) 

Thực hiện phép chia A cho (a - l)(a - 2) ta cỏ kết quả: 

A = a 4 - 6a 3 + 27a 2 - 54a + 3a = (a - l)(a - 2)(a 2 - 3a +16) 

Chú ỵ: cỏ thể phân tích theo phương pháp nhóm số hạng và sừ dụng các 
hằng đẳng thức. 

b) Theo kết quà phần a), ta có: 

n 4 - 6n 3 + 27n 2 - 54n + 32 = (n - 2)(n - l)(n 2 - 3n +16) 

-1 là hai số nguyên liên tiếp, chắc chắn phải có một số íchia 
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Vỉ dụ 4: Cho biết a + b + c = 0, chứng minh rằng: 

(a ! + b 2 4- c 2 ) 2 = 2(a 4 + b 4 4- c 4 ) 


Giải 


afb + c= 0=>a = -(b 4- c) => a 2 - b 2 - c 2 = 2bc 
a 4 4- b 4 4- c 4 = 2(a 2 b 2 + a 2 c 2 4- b 2 c 2 ) 


Cong a 4 4- b 4 4- c 4 vào hai vế của đẳng thức cuối này ta được đpcm. 

Vi dụ 5: Chửng minh ràng nếu a 4- b + c = 0 (ĩ) thì a 3 + b 3 + c 3 = 3abc. (2) 
Đio lại, nếu có (2) thì có (1) không? 

Giải 

Tiong bài trên, ta đã chứng minh rằng: 
a 4- b 3 + c 3 - 3abc = (a 4- b 4- c)(a 2 4- b 2 4- c 2 - ab - ac - bc) 


D) đó, nếu có (1) thì a 3 4-b 3 4-c 3 -3abc = 0,tức (2). Đảo lại, khi có (2) 
th ta có: a 4Ồ4C = 0 (1) hoặc a 2 4-b 2 4-c 2 -ab-ac-bc = 0 (3). Từ (3) 


ta có a = b = c (4). Vậy nêu có (2) thì suy ra a4ồ4c = 0 hoặc a = b = c, 

(2) => (1) 

(2)=><4) 


nghĩa là: 


Vi dụ 6: 

a. Chứng minh rằng từ đẳng thức: 

(> - y) 2 4- (y - z) 2 4- (z - x) 2 = (x 4- y - 2z) 2 4- (y 4- z - 2x) 2 4- (z 4- X - 2y) 2 ta 


siy ra X = y = z. 

b.Chứng minh rằng nếu: a 2 4- b 2 + c 2 = ab + bc 4- ac thì a = b = c. 

Giải 

a. Á') dụng hằng đằng thức về bình phương đa thức, ta đưa vế phải về: 
3 (x-y) 2 4-(y-z) 2 4-(z-x) 2 J . Từ đây suy ra: 

(>. - y) 2 4- (y - z) 2 4- (z - x) 2 = 0. Điều này xảy ra khi và chỉ khi: 
x-y = y- z = z- x = 0 tức X = y = z. 

b. Tleo giả thiết: a 2 4- b 2 4- c 2 = ab 4- bc 4- ac 
Ti có: a 2 4- b 2 4- c 2 - ab - ac - bc = 0 


i-* CAV_. T ^ Ị 


Siy ra: (a 2 - 2ab 4- b 2 ) 4- (b 2 - 2bc 4- c 2 ) 4- (a 
('c. - b) 2 4- (b - c) 2 4- (a - c) 2 = 0 . 

Deu nà\ xay ra khi và chỉ khi a -b = b-c = a-c = 0, tức là a = b = c. 

uw 
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Vỉ dụ 7: a. X, y, z liên hệ với nhau bởi các đẳng thức: 

X 2 - y = a; y 2 - z = b;z 2 - X = c. Tính giá trị của biểu thức: 

p = x 3 (z - y 2 ) + y 3 (x - z 2 ) + z 3 (y - X 2 ) + xyz(xyz -1) 

b. Cho X + y = a, X 2 + y 2 = b, x 3 + y 3 = c . Chứng minh rằng a 3 -3ab + 2c' = 0 


Giải 

a. Phân tích p thành nhân từ: 

p = X 3 (z - y 2 ) + y 3 (x - z 2 ) + z 3 (y - X 2 ) + x 2 y 2 z 2 - xyz. 

= y 2 z 2 (x 2 - y) - z 3 (x 2 - y) - xy 2 (x 2 - y) + xz (x 2 - y) 

= (x 2 -y)(y 2 z 2 — z 3 -xy 2 + xz) = (x 2 -y)[y 2 (z 2 -x)-z(z 2 -x)] 

= (x 2 -y)(z 2 -x)(y 2 -z) = abc 

b. Ta có: A = a 3 -3ab + 2c = (x + y) 3 -3(x + y)(x 2 + y 2 ) + 2(x 3 + y 3 ) 

Áp dụng các hàng đẳng thức đáng nhớ, đặt nhân từ chung và rút gtọn ta 
đưa biểu thức về dạng: A = (x -I- y).0 = 0 

Vỉ dụ H: Chứng minh ràng nếu a, b, c là ba số thỏa mãn hệ thức: 

1 1 1 1 , , . , , 

— + + - =-f- thì hai trong ba sô đó phải là hai sô đôi nhau. 

abca+b+c 

Giải 

111 1 bc + ca + ab 1 

— 1 _ _— I — _ - -- - - - — --- 

a b c a + b + c abc a + b + c 

=> (bc + ca + ab) (a + b + c) = abc => (bc + ca + ab) (a + b 4- c) - abc = C) 

=> (a + b)(b + c)(c + a) = 0 

=> a + b = 0(a = -b) hoặc b + c = 0(b = -c) hoặc c + a = 0(c = ~a) 

Vi dụ 9: a. Xác định các giá trị của a, b và c để đa thức 
p(x) = x 4 -fax 2 +bx + c chia hết cho (x-3) 3 . 

b. Xác định các giá trị a, b sao cho đa thức: 

Q(x) = 6x 4 -7x 3 +ax 2 + 3x + 2 chia hết cho đa thứcM(x) = x 2 -x+-b 

c. Xác định a, b để P(x) = X 3 + 5x 2 - 8x -f a chia hết cho M(x) = X 2 + X b. 


Giải 


a. Chia p (x) cho (x - 3) 3 ta được thương là X + 9 và dư là 
R(x) = (a + 54)x 2 +(b-216)x + 243 + C . 
p(x):íx^3) 3 => R(x) = 0. Cho ta: 


a'f 54% íf a = -54; b-216 = 0=>b = 216; c + 243 = 0 => c = -243. 
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b. Chì Q(x) cho M(x) ta được: 

Thĩơng 6x 2 -X + (a-6b-l); Dư (a -5b + 2)x + (-ab + 6b 2 + b + 2) 

Từĩiều kiện Q(x): M(x) suy ra: a - 5b + 2 = 0 (1) 

-a + 6b 2 + b + 2 = 0 (2). Tính a từ (1) theo b, thay vào (2) 
b 2 3b 4- 2 = 0 => (b + l)(b 4- 2) = 0 cho ta b = -1 => a = -7 
b =-2 => a = —12. 

Vỉ dụ 0: Hãy xác định các số a, b, c để có đẳng thức: 

X 3 -ax 2 + bx -c = (x -a)(x -b)(x -c) 


Giải 

Hã khai triển vê phải và đồng nhât hệ sô của các hạng tử cùng bậc. 
a-ib + c = a (1); ab + bc + ac = b (2); abc =c (3) 

(l)í=> b + c = 0ob = -c;(3)oc (ab -1) = 0 <=> 

TH: Với c = 0, ta có b = 0 và a cỏ thể lấy tùy ý. 

TH: Với ab = 1, thay vào (2) đồng thời thay c = -b ta có: 

ab-b 2 - ab = b <=> b(b + l) = 0 <=> 

a. 'ới b = 0 ta trở về trường hợp 1. 

b. Tri b = -1 ta có c = 1 và a = -1. 


b = -l 
b = 0 


c = 0 
ab = 1 


Ví dụ ỉ: Ta biết rằng: (1) a 3 + b 3 = (a 4- b) 3 -3ab(a + b) 

Ch*ng minh rằng (l) => (2) => (3) =>(4) 

Vc 

(2) a 3 + b 3 + c 3 = (a + b -I- c) 3 - 3(a + b)(b + c)(c + a) 

(3) Nếu a + b -f c = 0 thì a 3 + b 3 + c 3 = 3abc. 

(4) Nếu a + b + c-i-d = 0thì: a 3 +b 3 +c 3 +d 3 = 3(ab-cd)(c + d) 


Giải 


Clmg minh (1) => (2): 

Ta-Ó trong (1) thay b bởi b + c: 

a 3 * (b + c) 3 = (a + b + c) 3 - 3a(b + c)(a + b + c) 

Thy (b + c) 3 theo (1) 

ỉa 3 -b 3 +c 3 =(a + b + c) 3 -3(b -i-c)[bc + a(a + b + c)] 

(a+b)(c+a) 


Chng minh (2) => (3): Thay a + b + c = 0, 

# 

a-b = -c,b + c = -a,c + a = -b vào vê phải của (2), ta có (3) 


Chmg^hh (3) 



(4): Thay c bởi c + d vào (3) 
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a 3 +b 3 + (c-f-d) 3 = 3ab(c + d) 

a 3 + b 3 + c 3 + d 3 = 3ab(c + d) -3cd(c + d) = 3(ab-cd)(c + d) 

Vi dụ 12: Cho a, b, c là ba số phân biệt; chứng minh rằng: 
a 4 (b - c) + b 4 (c - a) + c 4 (a - b) * 0 . 

Giải: 

s = a 4 (b - c) + b 4 (c - a) + c 4 (a - b) = a 4 b - a 4 c + b 4 c - b 4 a + c 4 (a - Ib) 
= (a - b) Ị^a 3 (b - c) + a 2 b(b - c) + ab 2 (b - c) - c (b 3 - c 3 )J 

= (a-b)(b-c)Ị^a 3 -c 3 + b(a 2 -c 2 ) + b 2 (a-c)^Ị 
= -(a -b)(b -c)(c -a)(a 2 + b 2 + c 2 + ab + bc + ca) 


= ^(a -b)(b -c)(a -c)Ị^(a + b) 2 + (b + c) 2 +(c + a) 2 J 

Do a, b, c là ba số phân biệt: a* b, b * c, c * a, nên s * 0, đpcm. 

Dạng 8: Sử dụng định lý Bezout vào phân tích đa thức thành nhãtn tử 
Vi dụ 1: Phân tích thành nhân từ đa thức sau: f (x) = X 3 - X 2 - 14x + 24 


Giải 

Ta thừ vận dụng định lý Bezout 
Bước 1 : Thử X = 2 ta thấy: 

f (2) = 2 3 - 2 2 - 28 + 24 = 0. Vậy 2 là một nghiệm cùa f(x). Theo héệ quả 
của định lý Bezout thì f(x) chia hết cho X - 2. 
f(x) = (x-2)p(x). 


Bước 2: Thực hiện phép chia f(x) cho X - 2. 
X 3 -X 2 -14x + 24 


X 3 -2x : 


X 2 -14x + 24 


X-2 


X +X-12 


X 2 -2x 


-12x + 24 
-Ị2x + 24 
0 


Vậy f(x) = (x - 2)(x 2 + X - 12) 

Bước 3: p(x) = X 2 + X - 12 có p(3) = 0 tức là X = 3 là nghiệm của p(x). 
Vậy p(x^ghia hết cho X - 3. 



-BDHSCGT8- 







X 2 + X-12 
X 2 -3x 


X -3 


X4-4 


4x-12 

4x-12 

õ 

p(:) = (x - 3)(x 4- 4). Vậy f(x) = (x - 2)(x - 3)(x 4- 4) 
Vỉ dụ J Phân tích thành nhân từ: f(x) = X 3 4- 4x 2 4- 4x 4- 3 . 


Giải 


Hạig tử độc lập có các ước số ±1,±3. Ta chỉ thử trong bốn số ±1,±3 mà 
thô. f(+l) = 12, f(-l) = 2, f(3) = 78, f(-3) = 0. 

Vậ f(x) chia hết cho X + 3. Chia f(x) cho X + 3. 

(x : + 4x 2 4 - 4x 4- 3): (x 4 - 3) = X 2 4- x 4- 1 
Vậ: X 3 4- 4x 2 4- 4x 4- 3 = (x 4- 3)(x 2 4- X 4-1) 

Ví dụ J Phân tích thành nhân từ: 

a. : 3 -7x-6; b. X 3 -19x-30; 

c. 3 - 6a 2 4- lla -6. 


Giải 


a. Các. I: 


X 3 - 7x - 6 = X 3 - X - 6x - 6 = X 3 - X - 6(x 4-1) 

= ịx 2 - 1) - 6(x 4- 1) = (x 4- l)[x(x - 1) - 6] 

= (: 4- l)[x 2 - X - 6] = (x 4- l)[(x 2 4- 2x - 3x - 6)] 

= (: 4-1) [x(x 4- 2) - 3(x 4- 2)] = (x 4- l)(x 4- 2)(x 4- 3) 

Cách ; Áp dụng định lý Bezout: 

Đặ f(x) = x 3 - 7x - 6, ta thấy f(—1) = 0 nên - 1 là một ước của f(x). 
Vậ f(x) chia hết cho (x + 1). Ta có: f(x) = (x 4- l)(x 2 -X - 6) 
Tahấy X = -2 là nghiệm của X 2 - X -6 ta suy ra được: 
x 2 -x-6 = (x4-2)(x-3). Kết quả: f(x) = (x4-l)(x4-2)(x-3) 
b. Các 1: 

X 3 - 19x - 30 = (x 3 - 9x) - (lOx 4- 30) =x(x 2 -9)-10(x4-3) 

)(x 4- 3)(x -5). 
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Bài tập vận dụng 

1. Chứng minh ràng từ đẳng thức: 

(y-z) 2 +(z-x) 2 +(x-y) 2 =(y + Z“2x) 2 + (z + x-2y) 2 + (x4-y-2z) 2 (1) 
Ta suy ra: X = y = z 

2. Tính tổng: (s - 2b)(s - 2c) + (s - 2c)(s - 2a) + (s - 2a) (s - 2b) tronig đó 

s=a+b+c 


3. Phân tích thành nhân tử: (xy 4-1) 2 -(x4-y) 2 . 

4. Phân tích thành nhân tử: (a 4- b 4- c) 2 + (a + b - c) 2 - 4c 2 . 

5. Phân tích thành nhân từ: a(b 2 - c 2 ) - b(a 2 - c 2 ) + c(a 2 - b 2 ). 

6. Phân tích thành nhân tử: ab(a-b) + bc(b-c) + ac(c-a). 


7. Phân tích thành nhân từ: ab(a4- b) + bc(b-f c) + ac(a4*c)4-2abc. 

8. Phân tích thành nhân tử: a(b 3 - c 3 ) + b(c 3 - a 3 ) + c(a 3 - b 3 ) . 

9. Phân tích thành nhản tử: a 3 (b 2 -c 2 ) + b 3 (c 2 -a 2 )-I-c 3 (a 2 -b 2 ). 

10. Phân tích thành nhân từ: a 3 + b 3 + c 3 - 3abc. 

11. Phân tích thành nhân tử: (a + b + c) 3 - a 3 - b 3 - c 3 . 

12. Phân tích thành nhân tử: X 2 - 2x - 35. 

13. Phân tích thành nhân tử: 9x 2 + 6x - 8 . 


14. Phân tích thành nhân tử: 4x 2 — 3x -1. 

15. Phân tích thành nhân tử: 6x 4 -1 lx 2 + 3. 

16. Phân tích thành nhân tử: X 2 - 7xy + 12y 2 . 

17. Phân tích thành nhân tử: X 2 -2xy 4-y 2 4-3x-3y-10 . 

18. Phân tích thành nhân tử: 2x 3 -12x 2 4-17X-2. 

19. Phân tích thành nhân tử: X 3 - 3x + 2 . 

20. Phân tích thành nhân từ: X 3 + 3x 2 4- 6x 4- 4. 

21. Phân tích thành nhân từ: X 3 + 9x 2 4- 26x 4* 24. 

22. Phân tích thành nhân từ: 2x 3 - 5x 2 4- 8x - 3. 

23. Phân tích thành nhân tử: 3x 3 -14x 2 4-4x4-3. 

24. Phân tích thành nhân từ: a 5 4- a 4-1. 

25. Phân tích thành nhân từ: a 7 4- a 2 4-1. 

26. Phân tích thành nhân tử: (14- X 2 ) 2 - 4x(l - X 2 ) . 


27. Phân tích thành nhân từ: X 4 4- 6x 3 4-1 lx 2 4- 6x 4-1. 

28. Tìm số^íguyên a sao cho đa thức (x + a)(x - 5) 4- 2 phân tích được tlhành 

w 
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29. Tin số nguyên m sao cho (x + m)(x + 5) + 3 phân tích được thành 
(>+ a)(x 4- b) với a, b là các số nguyên. 

30. Phn tích đa thức thành nhân tử: 3x 2 - 8x 4- 4 . 

31. Phn tích đa thức thành nhân từ: 3x 3 - 7x 2 + 17x - 5 

32. Phn tích đa thức thành nhân tử: 4x 4 + 81 

33. Phn tích đa thức thành nhân từ: 64x 4 4- y 4 

34. Phn tích đa thức thành nhân tử: X 5 + X - 1 

35. Phn tích đa thức thành nhân từ: X 7 + X 2 -1 

36. Phn tích đa thức thành nhân tử: X 4 -6x 3 + 12x 2 - 14x 4- 3 

37. Cb a 4- b + c = 0 . Rút gọn biểu thức: M = a 3 + b 3 + c(a 2 4- b 2 ) - abc 

38. Phn tích đa thức sau thành nhân tử: (x - y) 3 + (y - z) 3 + (z - x) 3 

39. Phn tích các đa thức sau thành nhân từ: 

8(: + y+ z) 3 -(x + y) 3 -(y + z) 3 -(z + x) 3 

40. Jphn tích đa thức sau thành nhân tử: p = x 2 (y -z) + y 2 (z - x) + z 2 (x - y) 

41. Phn tích thành nhân tử: 

;a. ib(a 4- b) - bc(b 4 - c) 4 - ac(a - c) 

lb. i(b 2 4- c 2 ) 4- b(c 2 4 - a 2 ) 4 - c(a 2 4- b 2 ) + 2abc 

ic. a 4 - b)(a 2 - b 2 ) 4- (b + c)(b 2 - c 2 ) 4 - (c 4 - a)(c 2 - a 2 ) 


id. I 3 (b - c) 4- b 3 (c - a) + c 3 (a - b) 

«e. i 3 (c - b 2 ) + b 3 (a - c 2 ) + c 3 (b - a 2 ) + abc(abc -1) 

42. Cứng minh ràng nếu a 3 4-b 3 4-c 3 =3abc và a, b, c là các số dương thì 
a b = c. 

43. Cứng minh rằng nếu a 4 4-b 4 4-c 4 4-J 4 =4abcd và a, b, c, d là các số 
'dưng thì a = b = c = d. 

44. dứng minh rằng nếu m = a + b + c thì: 

(an + bc)(bm + ac)(cm + ab) = (a 4- b) 2 (b + c) 2 + (c + a) 2 

45. <Cb a 2 4- b 2 = 1, c 2 4- d 2 = 1, ac 4- bd = 0. Chứng minh rằng ab 4- cd = 0. 


46. Rt gọn phân số: 


19...9 


f 1 A * “X ty 

với n chữ sô 9 ở tử và n chữ sô 9 ở mâu (n là 


99...95 

:sốự nhiên) 

47. 'Tíh số trị của phân thức sau bằng cách nhanh nhất: 


l — 4a 2 -a 4- 4 

a-7a 2 + 14a -8 


với a = 102 . 


,, ._ 1981-1980 1981 2 -1980 2 0 

48. S(naoJ(ũQi hơn: 7 ^ 7 — 7 ^ 77 - hay--——- 7 


ứ 


ụ 

GT8- 


19814-1980 


1981 4 -1980 
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, % _ # 10 1979 +1 . ÌO 1980 +1 

49. SỐ nào lớn hơn: hay 4^—4 ? 

10 198O +l 3 10 1981 +1 

50. Tìm giá trị của-nếu 2a 2 + 2b 2 = 5ab và b > a > 0. 

a-b 

51. Chứng minh rằng nếu: c 2 + 2(ab - ac - bc) = 0;b^c; a + lb^c thì 
a 2 +(a-c) 2 a - c 

b 2 +(b-c) 2 "b^ 

52. Rút gọn phân thức sau: ;* - 9 - X ■ — ] . Chứng minh rằng phân 

(x - a)(l - a) + a X +1 

thức trên không phụ thuộc vào X, có nghĩa với mọi X và a. 

53. Chứng minh rằng nếu: x = by + cz (l); y = ax + cz (2); z = ax +by (3) 

và X + y + z * 0 thi — — + —— + —ỉ— = 2 . 

1 + a 1 + b 1 + c 

54. Thực hiện phép tính: 

1 _ _1_ _1_ 

(b-c)(a 2 +ac-b 2 -bc) (c-a)(b 2 +ab-c 2 -ac) (a - b)(c 2 + bc - a 2 - ab) 

Hưởng dẫn và đáp số 

1. (1) o [ (y + z - 2x) 2 - (y - z) 2 ] + [ (z + x - 2y) 2 - (z - x) 2 ] 

+ [(x + y-2z) 2 - (x - yỹ 2 ] = 0(2). 
Hạng tử thứ nhất: (y + z-2x) 2 -(y-z) 2 = 4(y-x)(z-x) 

Ta nhận thấy nếu hoán vị vòng y z -* X -» y thì từ hạng tử thứ nhất 
ta có hạng tử thứ hai, và từ hạng từ thứ hai, ta có hạng tử thứ bai. 

Do đó: (z + X - 2y) 2 - (z - x) 2 = 4 (z - y) (x - y) 

(x + y-2z) 2 -(x-y) 2 =4(x-z)(y-z).BỞi vậy: 

(2) o 4 (y - x) (z - x) + 4 (z - y)(x - y) + 4(x - z) (y - z) = 0 
o 2x 2 + 2y 2 + 2z 2 - 2xy - 2yz - 2xz = 0 

o(x-y) 2 +(x-z) 2 +(y-z) 2 = 0=>x-y = x-z = y-z = 0=>x = y = z 

2. (S-2b)(S-2c) = (a-b + c)(a + b-c) =a 2 -(b-c) 2 = a 2 -b 2 -c 2 -+2bc(l). 

Hoán vị vòng b->c->a-»b,ta được: 

(s - 2c) (s - 2a) = b 2 - c 2 - a 2 + 2ca (2) 

(s -Ja)(s - 2b) = c 2 - a 2 - b 2 + 2ab(3). 

), (3) ta suy ra kết quả: -a 2 - b 2 - c 2 + 2ab + 2bc + 2ca 
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3. (xy 4l) 2 -(x + y) 2 = (xy + l + x + y)(xy + 1-x-y) 

= (x + l)(y + l)(x-l)(y-l) 

4. Cách ỉ: (a 4 b 4 c) 2 + (a + b-c) 2 -4c 2 

= (a + b) 2 +2c(a + b) + c 2 +(a + b) 2 -2c(a + b)-f c 2 -4c 2 
= 2(a 4 b) 2 - 2c 2 = 2(a 4 b 4 c)(a 4 b - c) 

Cách 2: (a 4 b + c) 2 4 (a 4 b - c) 2 - 4c 2 
= (a 4 b 4 c) 2 4 (a 4 b - c 4 2c)(a 4 b - c - 2c) 

= (a 4 b 4 c) 2 4 (a + b 4 c)(a + b - 3c) 

= (a + b 4 c)(a + b + c + a + b-3c) = 2(a 4 b 4 c)(a 4 b - c) 

5. Cách 1: Khai triền hai số hạng cuối: 

a(b 2 - c 2 ) - b(a 2 - c 2 ) 4 c(a 2 - b 2 ) 

= a(b 2 - c 2 ) - a 2 b 4 bc 2 4 a 2 c - b 2 c = a(b 2 - c 2 ) - a 2 (b - c) - bc(b - c) 

= (b^- c)(ab 4- ac — a 2 - bc) = (b - cXc(a - b) - a(a - b)] 

= (b -c)(a -b)(c -a) 

Cách 2: Nhận xét (a 2 -c 2 ) có thề tách thành (b 2 -c 2 ) + (a 2 -b 2 ) nên: 
a(b 2 - c 2 ) - b(a 2 - c 2 ) 4- c(a 2 - b 2 ) 

= a(b 2 - c 2 ) - b [(b 2 - c 2 ) + (a 2 - b 2 )] 4- c(a 2 - b 2 ) 

= (b 2 - c 2 )(a - b) - (a 2 - b 2 )(b - c) = (b - c)(a - b)[(b 4 c) - (a + b)] 

= (b -c)(a -b)(c -a). 

6. Viết (b - c) dưới dạng -{(a - b) + (c - a)]. 

Đáp số: ab(a - b) + bc(b - c) 4- ac(c - a) = (a - b)(a - c)(b - c). 

7. ab(a 4- b) 4 bc(b 4 c) 4 ac(a 4 c) 4 2abc 

= ab(a 4 b) 4- b 2 c 4 bc 2 4 a 2 c 4 ac 2 4 2abc 
= ab(a 4- b) + c 2 (a 4 b) + c(a 2 4 b 2 -4 2ab) 

= (a + b)(ab 4 c 2 4 ca 4 cb) = (a + b)(b + c)(c 4 a) 

8. Chú ý: c 3 -a 3 =-{(b 3 ~c 3 ) + (a 3 -b 3 )]. 

Đáp số: 

a(b 3 - c 3 ) 4 b(c 3 - a 3 ) 4 c(a 3 - b 3 ) = (a - b)(b - c)(c - a)(a 4 b 4 c) 

9. Đáp số: 

aỉ(b 2 ^^ ) 4 b 3 (c 2 - a 2 ) 4 c 3 (a 2 - b 2 ) = (a - b)(b - c)(a - c)(ab 4 bc 4 ca) 
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10. Viết a 3 4- b 3 dưới dạng (a 4 b) 3 - 3a 2 b -3ab 2 . Do đó: 

a 3 + b 3 + c 3 - 3abc = (a 4 b) 3 4 c 3 - 3a 2 b - 3ab 2 - 3abc 
= (a 4b 4c)[(a 4b) 2 -c(a 4 b)4 c 2 ]-3ab(a 4 b 4 c) 

= (a 4 b 4 c)[a 2 4 b 2 4 c 2 - ab - bc - ca] 

11. Áp dụng hàng đẳng thức (x 4 y) 3 = X 3 4 y 3 4 3xy(x 4 y), ta có: 

(a 4 b 4 c) 3 - a 3 - b 3 - c 3 

= (a 4 b) 3 4 c 3 4 3c(a 4 b)(a 4 b 4 c) - a 3 - b 3 - c 3 
= a 3 4 b 3 4 3ab(a 4 b) 4 c 3 4 3c(a 4 b)(a 4 b 4 c) - a 3 - b 3 - c 3 
= 3(a 4 b)(ab 4 ac 4 bc 4 c 2 ) = 3(a 4 b)(b 4 c)(a 4 c). 

12. Ba số hạng của đa thức không có thừa số chung cũng không lập Ithành 
bình phưomg một nhị thức. Do đó ta nghĩ đến việc tách một số hạng 
thành hai để tạo thành đa thức có 4 số hạng. Có nhiều cách tách số hạng 
ừong đó hai cách sau là thông dụng nhất: 

Cách ỉ: Tách số hạng cuối để cùng với 2 số hạng đầu tạo thành bình phiưorng 
một nhị thức, rồi đưa về dạng hiệu hai bình phưomg: 

X 2 - 2x - 35 = X 2 - 2x 41 - 36 = (x -1) 2 - 6 2 

= (x -14 6)(x -1 - 6) = (x 4 5)(x - 7) 

Cách 2: Tách số hạng giữa thành hai số hạng rồi dùng phưorng pháp mhóm 
các số hạng và đặt thừa số chung làm xuất hiện thừa số chung mới: 

X 2 - 2x - 35 = X 2 4 5x - 7x - 35 = x(x 4 5) - 7(x 4 5) = (x 4 5)(x - 7) 

13. Cách 1: 9x 2 4 6x - 8 = (3x) 2 4 2.3x 41 - 9 = (3x 41) 2 - 3 2 


= (3x 41 - 3)(3x 414 3) = (3x - 2)(3x 4 4) 


Cách 2: 9x 2 4 6x - 8 = 9x 2 - 6x 412x - 8 


= 3x(3x - 2) 4 4(3x - 2) = (3x - 2)(3x 4 4) 


Chủ ỳ: Cách tách số hạng giữa thành hai số hạng chính là dựa vào hằng 
đẳng thức: mpx 2 4 (mq 4 np)x 4 nq = (mx 4 n)(px 4 q) 

Như vậy trong tam thức ax 2 4bx4c, hệ số b được tách thành bị + b 2 
sao cho bjb 2 = ac . Trong thực hành, ta làm như sau: 

1. Tim tich ac. 

' ĩguyên) bằng mọi cách. 
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Vi ỉụ trong đa thức 9x 2 4- 6x - 8 thì a = 9; b = 6; c = -8 . 

Biớc I: Tích ac = 9. (-8) = -72. 

Blớc 2: Phân tích -72 ra tích 2 thừa so (nguyên) trong đó thừa số 
dumg có giả trị tuyệt đoi ỉ ớn (đê tông băng 6) được: 

(- ).72 = (-2). 36 = (-3).24 = (-4).18 = (-6).12 = (-8).9 
Biớc 3: Chọn hai thừa số mà tông bằng 6. Đó là -6 và 12. 

Nei làm theo cách 2 trong trường hợp tam thức ax 2 + bx + c có b là sô 
lẻ ìoặc a không là bình phương của một sô nguyên. 

14. 4x - 3x -1 = 4x 2 - 4x + X - 1 = 4x(x -1) + (x - 1) = (x - l)(4x + 1) 

Clủ ý: Cũng có thê nhận xét đa thức có tông các hệ sô băng 
4 - 3 -1 = 0 nên chứa thừa số (x - 1). Do đó tách số hạng làm xuất hiện 
thĩa số chung (x - 1). 

15. Đái số: (3x 2 -l)(2x 2 -3). 

16. Đái sổ: (x-3y)(x-4y). 

17. Vèt đa thức thành (x-y) 2 + 3(x-y)-10. Đặt x-y = u, phân tích 

u + 3u - 10 ra (u + 5)(u - 2). Đáp số: (x - y + 5)(x - y - 2). 

18. 2x - 12x 2 + 17x - 2 = 2x 3 - 4x 2 - 8x 2 + 16x + X - 2 

=ìx 2 (x - 2) -8x(x -2) + (x -2) = (X -2)(2x 2 - 8x + 1) 

Chủ ỷ. Tam thức (2x 2 - 8x + 1) không phân tích ra thừa số được nữa. 

Kh phản tích theo cách ], sau khi đưa tam thức ax 2 +bx + c ve dạng 
ía(: 2 -k), nếu k có dạng m 2 (với m hữu tỉ) thì tam thức phân tích tiếp 
đwc ra thừa sổ, nếu không cỏ dạng trên thì không phân tích được (trong 
phim vi số hữu ti). Khi phân tích theo cách 2, sau khi tính tích ac và 
phn tích ac ra tích hai thừa so (nguyên) băng mọi cách, nêu không có 2 
t.hia so nào mà tong bằng b thì không phân tích tiếp được. 

Vó tam thức trên, ta có: 


2x 2 -8x + 1 = 2 


X 2 — 4x + 4 —— 


= 2 


(*- 2 ) 2 -ị 


7 f . 

Vỉ L không ỉà bình phương của sô hữu tỉ nào nên không phân tích được 
2 

ttar thức ra thừa số. Còn nếu tính tích ac, ta được 2. Phân tích thành tích 
22 nừa số cùng âm, ta có: (-1) (-2). Không có 2 thừa số nào có tổng 

ỉbằg -8. Như vậy, không phân tích tiếp tam thức trên ra thừa số được. Làm 
ỉthnào để tách các số hạng của đa thức (2x 3 - 12x 2 + 17x - 2) như trên? 
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Trước hết , ta kiếm tra xem đa thức có chứa thừa số X -a không, tức là 
tìm số dư khi chia đa thức cho X - a. Theo bài 13, số dư đó bằng sô trị 
của đa thức khi X = a. Như vậy nếu thay X bằng a mà số trị đa thức bủng 
0 thì khi phân tích ra thừa sổ đã có một thừa số là X - a. Do đỏ ta sẽ 
tách các số hạng của đa thức làm xuất hiện thừa số chung X - a. Giá trị 
X = a đó còn gọi là nghiệm của đa thức (nghiệm của đa thức P(x) là giá 
trị của X làm cho số trị đa thức bằng 0). 

Trong một đa thức với hệ số nguyên, nghiệm nguyên (nếu có) phải lả ước 
số của số hạng tự do. Do đó chỉ cần xét a là ước số của số hạng tự do. Ví 
dụ đối với (2x 3 - 12x 2 + 17x - 2), số hạng tự do là -2, các ước của nó là 
±1; ±2. Với X = 2 thì số trị đa thức bằng 0, do đó ta tách các số hạng 
của đa thức đó xuất hiện thừa số chung X - 2. 

19. Cách ỉ: Vì tồng các hệ số bằng 0 nên đa thức chứa thừa số X -1 . D ‘0 đó: 
X 3 - 3x + 2 = X 3 - i - 3x + 3 

= (x - l)(x 2 + X +1) - 3(x -1) = (x - l)(x 2 4- X - 2). 

Tiếp tục phân tích (x 2 4- X - 2) = (x - l)(x + 2). 

Kết quà: X 3 - 3x 4- 2 = (x - l) 2 (x + 2). 

Cách 2: Nhận xét với X = -2 thì số trị đa thức bàng 0 nên đa thức chứa 
thừa số X + 2. Do đó: 

X 3 -3x + 2 = X 3 + 8-3x-6 = (x + 2)(x 2 -2x + 4)-3(x 4- 2) 


= (x 4- 2)(x 2 - 2x 4-1) = (x + 2)(x -1) 2 . 


20. Cách 1: Vì tổng các hệ số của lũy thừa bậc lẻ đối với X bằng tồng các hệ 
số của lũy thừa bậc chẵn đối với X (1 + 6 = 3 + 4). Do đó: 

X 3 + 3x 2 +6x + 4 = x 3 +1 + 3x 2 + 6x + 3 

= (x + l)(x 2 - X +1) + 3(x 2 + 2x +1) = (x + l)(x 2 - X +1) + 3(x +1) 2 
= (x + l)(x 2 - X 4- 1 + 3x 4- 3) = (x 4- l)(x 2 + 2x + 4). 

Cách 2: X 3 4- 3x 2 +6x + 4 = x 3 -8 + 3x 2 + 6x +12 

= (x - 2)(x 2 + 2x 4- 4) -I- 3(x 2 + 2x + 4) = (x 2 + 2x + 4)(x 4-1) 

21. Biến đổi đa thức X 3 +9x 2 +26x + 24 = x 3 +9x 2 4-27x 4-27 - x-3 hay 
(x + 3) 3 -(x + 3). 

Đáp số: X 3 + 9x 2 4- 26x 4- 24 = (x 4- 3)(x + 4)(x + 2). 

22. 2x 3 - 5x 2 4- 8x - 3 = 2x 3 - X 2 - 4x 2 4- 2x + 6x - 3 



1) - 2x(2x -1) + 3(2x -1) = (2x - l)(x 2 - 2x + 3) 
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Chú ỷ: Các sô ±1; ±3 không phải là nghiệm của đa thức. Như vậy đa 
thức không có nghiêm nguyên. Nhưng đa thức có thê có nghiệm hữu ti. 
Ta chứng minh được trong một đa thức với hệ số nguyên, nghiệm hữu ti 

(nêu có) phủi cỏ dạng — trong đó p là ước sô của sô hạng tự do, q là 

q 


ước dương của hệ số số hạng bậc cao nhắt. Như vậy, nghiêm hữu ti (nếu 

1 3 

có) của đa thức trên là ±1; ±^; ±3; ± . Sau khi kiêm tra, ta thây 

2 2 

1 „ „ , ( 1A 

X = — là một nghiệm. Như vậy đa thức chứa thừa sô X - ị hay (2x - ỉ). 

Do dó ta tìm cách tách cảc so hạng của đa thức đế xuất hiện thừa so 
chung (2x - Ị). 


23. Chú ý X = - i là một nghiệm của đa thức nên đa thức chứa thừa số 







hay (3x + l). 


Đáp số: 3x 3 - 14x 2 4- 4x 4 3 = (3x + l)(x 2 - 5x 4 3). 

24. Cách ỉ: Để “nối” từ a 5 đến a, ta thêm bớt các số hạng a 4 , a 3 , a 2 . Như vậy: 
a 5 4 a 4 1 = a 5 4 a 4 - a 4 4 a 3 - a 3 4 a 2 - a 2 4 a 4 1 


= a 5 4 a 4 + a 3 - a 4 - a 3 - a 2 4 a 2 + a 4- 1 


= a 3 (a 2 4a4l)-a 2 (a 2 4 a 4 1) + (a 2 4 a -I-1) 

= (a 2 +a + l)(a 3 -a 2 +1) 

Cách 2: Thêm bớt a 2 đề làm xuất hiện thừa số chung (a 2 + a + 1) . Ta có: 
a 5 + a + 1 = a 5 - a 2 + a 2 + a +1 = a 2 (a 3 -1) + (a 2 + a + 1) 

= a 2 (a - l)(a 2 + a +1) 4- (a 2 + a +1) = (a 2 + a + l)(a 3 - a 2 + 1) 

25. Thêm bớt a. Đáp số: (a 2 + a + l)(a 5 - a 4 4- a 2 - a +1) 

Chú ý: Các đa thức dạng a 3k+2 4- a +1 (như a 5 +a + l, a 8 +a + l, ...) và 
a 3k+1 4- a 3m+2 4-1 (như a 7 4- a 2 4-1, a 7 4- a 5 4-1, ...) đều phân tích được ra 
thừa số. 

26 . (1 4- x 2 ) 2 - 4x(l - x 2 ) = (1 - x 2 ) 2 + 4x 2 - 4x(l - X 2 ) 

= [(1 - X 2 ) - 2xf = (x 2 4- 2x -1) 2 . 


27. X 4 4- 6x 3 4- 1 lx 2 4- 6x 4- 1 = X 4 4- 2x 2 (3x 4-1)4- (9x 2 4- 6x 4- 1) 

= X 4 4- 2x 2 (3x 4- 1) 4- (3x 4- l) 2 = (x 2 4- 3x 4- l) 2 . 

28. Với mọi X, ta có (x 4- a)(x - 5) 4 2 = (x 4- b)(x 4- c) (1) 
thì 2 = (5 4- b)(5 4- c). 
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Vì b và c nguyên nên (5 + b)(5 + c) là tích các số nguyên, số 2 chỉ viết 

được dưới dạng tích hai số nguyên bằng hai cách là 1.2 và (-l).(-2). Do 

đó vai trò của b và c như nhau nên chỉ cần xét 2 trường hợp: 

Í5 + b = 1 fb = -4 
1. <_ => 

5 + c = 2 Ịc = -3 

Thay vào (1), ta có: (x + a)(x-5) + 2 = (x-4)(x-3) với mọi X. 

Với X = 4 thì -(4 + a) + 2 = 0 suy ra a = -2. 

Đa thức được phản tích thành (x - 2)(x - 5) + 2 = (x - 4)(x - 3). 


2 . 


5 + b = -1 íb = -6 
=> * 

5 + c = -2 c = -7 
Thay vào (1), ta có: (x + a)(x-5) + 2 = (x-6)(x-7) với mọi X. 
Với X = 6 thì (6 + a) + 2 = 0 suy ra a = -8 . 

Đa thức được phân tích thành (x - 8)(x - 5) + 2 = (x - 6)(x - 7). 

29. Giải tương tự bài 28, ta được m = 9, m = 1. 

Đáp số: (x + 9)(x + 5) + 3 = (x + 8)(x + 6) 


(x + l)(x + 5) + 3 = (x + 2)(x + 4). 

30. Đa thức ừên không chứa nhân tử chung, không có dạng một hằng đẳng 
thức đáng nhớ nào, cũng không thể nhóm các hạng tử. Ta biến đồi đa 
thức ấy thành đa thức có nhiều hạng tử hơn. 

Cách 1: (Tách hạng tử thứ hai) 

3x 2 - 8x + 4 = 3x 2 - 6x - 2x + 4 = 3x(x -2)- 2(x - 2) = (3x - 2)(x - 2). 
Cách 2: (Tách hạng từ thứ nhất). 

3x 2 - 8x + 4 = 4x 2 - 8x + 4 - x 2 = (2x - 2) 2 - X 2 


= (2x-2-x)(2x-2 + x) = (3x-2)(x-2) 

Nhận xét: Trong cách 1, hạng từ -8x được tách thành hai hạng tử -6x 
và -2x. Trong đa thức 3x 2 -6x-2x + 4, hệ số của các hạng tử là 3, 
-6,-2,4. Các hệ số thứ hai và thứ tư đều gấp -2 lần hệ số liền tnrớc, 
nhờ đó mà xuất hiện nhân tử chung X - 2 . 

31. Các số ±1, ±5 không là nghiệm của đa thức. Như vậy, đa thức không 

có nghiệm nguyên. Tuy vậy, đa thức cỏ thể có nghiệm hữu ti khác. Ta 
chửng minh được rằng trong đa thức cỏ các hệ số nguyên, nghiệm hữu tỉ 


(nếu cộ) phải có dạng — trong đó p là ước cùa hệ số tự do, q là ước 

q 

dương của hệ số cao nhất (*). 

Xét cáí^SD ±“, ±^, ta thấy -ì là nghiệm của đa thức, do đó đa thức 
cnxm thừa số 3x -1. Ta tách các hạng từ như sau: 



-BDHSGT8- 






}x 2 - 7x 2 + 17x - 5 - 3x 3 - X 2 - 6x 2 + 2x + 15x-5 
= x 2 (3x -1) - 2x(3x -1) + 5(3x -1) = (3x - l)(x 2 - 2x 4- 5) 

32. Thén và bớt 36x 2 : 

4xV 81 = 4x 4 + 36x 2 + 81 - 36x 2 = (2x 2 + 9) 2 - (6x) 2 = (2x 2 + 9 + 6x)(2x 2 + 9 - 6x) 

33. Thén và bớt 16x 2 y 2 : 

64í 4 + y 4 = 64x 4 + 16x 2 y 2 + y 4 - 16x 2 y 2 = (8x 2 + y 2 ) 2 - (4xy) 2 
= ftx 2 + y 2 + 4xy)(8x 2 + y 2 - 4xy) 

34. Cáth ỉ: x f ’ + x -1 = x 5 - x 4 + X 3 + X 4 - X 3 + X 2 - X 2 + x -1 

= : 3 (x 2 - X + 1) + x 2 (x 2 - X +1) -(x 2 - X + 1) = (x 2 - X + l)(x 3 + X 2 -1) 


Ca:h 2: Thêm và bót X 2 : 

x 5 f x-1 = x 5 + x 2 -x 2 + x-l = x 2 (x 3 + l)-(x 2 -x + 1) 

= « 2 - X + lXx 2 (x + 1) - 1] = (x 2 - x + l)(x 3 + X 2 - 1) 

35. Thén và bớt X: X 7 4- X 2 -1 = x 7 - X + X 2 + X -1 

= :(x 3 + l)(x 3 - 1) 4- (x 2 + X + 1) = x(x 3 + l)(x - l)(x 2 +x + l) + (x 2 +x + l) 
= K 2 +x + 1)(x 5 - x 4 + x 2 - X + 1) 


Chí ý: Các đa thức dạng x 3lI1+1 + x 3m+2 - 1 như X 7 + X 2 - 1 , X 7 X 5 - 1 
đềi chứa nhân từ X 2 + X + 1, X 5 + X - 1, X 8 + X +1,... đều chứa nhân từ 


x 2 fx + l 

36. Các số ±1, ±3 không là nghiệm của đa thức, đa thức không có nghiệm 
ngưên, cũng không có nghiệm hữu ti. Như vậy, nếu đa thức trên phân tích 
đưc thành nhân tử thì có dạng (x 2 + ax + b)(x 2 -I- cx + d). Phép nhân này 

chckết quà X 4 + (a + c)x 3 + (ac -I- b + d)x 2 + (ad + bc)x + bd. Đồng nhất đa 


a + c = -6 


thứ này với đa thức đã cho, ta được hệ điều kiện: 


ac + b + d = 12 
ad + bc = -14 


bd = 3 


Xétbd = 3 với b, deZ, be{±l, ±3}. 


Vó b = 3 thì d = 1, hệ điều kiện trên ừở thành: 


a + c = -6 
ac = 8 

a + 3c = -14 

S;u\ra 2c = -14 - (-6) = -8 . Do đó: c = -4, a = -2 . 

Vậ; đa thức đã cho phân tích thành (x 2 - 2x + 3)(x 2 - 4x + 1) 

Ch ỷ: Ta trình bày lời giải của ví dụ trên như sau: 

> 12x 2 - 14x + 3 = x 4 - 4x 3 + X 2 - 2x 3 + 8x 2 - 2x + 3x 2 - 12x + 3 
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= x 2 (x 2 - 4x +1) -2x(x 2 -4x-f-l) + 3(x 2 - 4x + 1) 

= (x 2 - 2x + 3)(x 2 - 4x +1) 

37. M = a 3 + b 3 + a 2 c + b 2 c - abc = (a 3 + a 2 c) + (b 3 + b 2 c) - abc 

= a 2 (a + c) + b 2 (b + c) - abc = a 2 (-b) + b 2 (-a) - abc = -ab(a + b + c) = 0 

38. Đặt X -y = a, y-z = b, z-x = c thì a + b + c = 0. 

Do đó theo bài 10 ta có a 3 + b 3 + c 3 - 3abc = 0 => a 3 + b 3 + c 3 = 3abc 
=> (x - y) 3 + (y - z) 3 + (z - x) 3 = 3(x - y)(y - z)(z - x) 

39. Đặt x + y = a, y + z = b, x + z = c thì a + b + c = 2(x + y + z). Đa thức đã 

cho có áp dụng (a + b + c) 3 - a 3 - b 3 - c 3 . 

Áp dụng kết quà ừên, đa thức đã cho bằng: 

3(a + b)(b + c)(c + a) = 3(x + 2y + z)(y + 2z + x)(z + 2x + y) 

40. Cách 1: Khai triền hai hạng từ cuối rồi nhóm các hạng tử làm xuất hiện 
nhân từ chung y-z. 

p = x 2 (y-z) + y 2 z-xy 2 +xz 2 -yz 2 = x 2 (y-z) + yz(y-z)-x(y 2 -z 2 ) 

= (y - z)(x 2 + yz-xy-xz) = (y-z)[x(x-y)-z(x-y)] 

= (y-z)(x-y)(x-z) 

Cách 2: Tách z-x thành -[(y-z) + (x-y)], ta có: 
p = X 2 (y - z) - y 2 [ (y - z) + (x - y) ] + z 2 (x - y) 

= (y-z)(x 2 -y 2 )-(x-y)(y 2 -z 2 ) 

= (y-z)(x + y)(x-y)-(x-y)(y + z)(y-z) 

= (y-z)(x-y)(x + y-y-z)=(y-z)(x + y)(x-z) 

41. a. (a + b)(b + c)(a - c) 

b. ab 2 + ac 2 + bc 2 + ba 2 + (ca 2 + cb 2 + 2abc) 

= ab(a + b) + c 2 (a + b) + c(a + b) 2 

= (a + b)(ab + c 2 + ac + bc) = (a + b)(b + c)(c + a) 

c. Viết b 2 -c 2 dưới dạng: -[(a 2 -b 2 ) + (c 2 -a 2 )] 

Đáp số: (a - b)(b - c)(a - c). 

d. Tách c-a thành -{(b-c) + (a-b)]; 
a 3 (b - c) - b 3 [(b - c) + (a - b)] + c 3 (a - b) 

= a 3 (b - c) - b 3 (b - c) - b 3 (a - b) + c 3 (a - b) 

= (b - c)(a 3 - b 3 ) - (a - b)(b 3 - c 3 ). 

b - c)(a + b + c) 
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42. Theo bài 10, ta có: 

a 3 + b 3 4 c 3 - 3abc = (a 4 b 4 c)(a 2 + b 2 4 c 2 - ab - be - ca) 

De dó nếu a 3 4 b 3 + c 3 = 3abc và a, b, c >0 thì: 

a 2 4 b 2 4 c 2 - ab - be - ca = 0. 

Áp dụng, để giải tiếp. 

43. a 4 fb 4 +c 4 +d 4 =4abcd 

:=> a 4 - 2a 2 b 2 4- b 4 4- c 4 - 2c 2 d 2 4 d 4 4 2a 2 b 2 - 4abcd 4 2c 2 d 2 = 0 
=> (a 2 - b 2 ) 2 4 (c 2 - d 2 ) 2 4 2(ab - cd) 2 = 0 
Bại đọc tự chứng minh a = b = c = d. 

44. an 4 be = a(a 4 b 4 c) 4 be = a(a 4 b) 4 ac 4 be = (a 4 b)(a 4 c) 

Tưjng tự, bm 4 ca = (b 4 c)(b 4 a), em 4 ab = (c 4 a)(c 4 b). Suy ra điều 
phá chứng minh. 

45. De a 2 4 b 2 = 1, c 2 4 d 2 = 1 nên 

ab 4 cd = ab. 1 4 cd. 1 = ab(c 2 4 d 2 ) 4 cd(a 2 4 b 2 ) 

Phin tích đa thức này thành nhân tử được (be 4 ad)(ac 4 bd) bàng 0. 

46. Cách 1: Nếu lấy mẫu chia cho tử thì được đúng 5 lần: 

19.. .9 1 

99.. .95 5 

Cách 2: 19=20-1 = 2.10-1 

199 = 200 -1 = 2.10 2 -1 


19..9 = 2.10” -1 
95 = 100-5 = 10 1+1 -5 
995 = 1000 - 5 = 10 2+1 -5 


9...95 = 10 n+1 -5 


. 19...9 2 , 1Qn 2 ) 1 

» = 10Í10- 4ì ■«' 

l 2 

47. Tnớc hết phân tích tử và mẫu thành nhân từ: 

oỉ — _ Q _L A — d ^ _ Q _ Aa^ _1_ A — o e o ^ _ 1 \_ 


a"-4a 2 -a + 4 = a 3 -a - 4a 2 + 4 = a(a 2 -1) - 4(a 2 -1) 

= (a 2 - l)(a - 4) = (a + l)(a - l)(a - 4) 

3 n - ĩ ■ 14a-8 = a 3 -8-7a 2 +14a = a 3 -2 3 -7a 2 + 14a 

2 + 2a + 4) - 7a(a - 2) = (a - 2)(a 2 - 5a + 4) = (a - 2)(a - l)(a - 4) 


a 3 -7a 2 + 

Ai? 
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Vậy: 


a 3 - 4a 2 - a + 4 _ (a + l)(a-l)(a-4) _ a +1 


Tính số trị: 


a 3 -7a 2 + 14a -8 (a-2)(a-l)(a-4) 

a + 1 102 + 1 103 


a - 2 


= 1,03. 


a-2 102-2 100 

48. Theo tính chất cơ bản của phân thức, ta có: 

1981-1980 1981-1980 1981 + 1980 1981 2 -1980 2 


1981 + 1980 1981+ 1)80 1980+ 1981 (1981 + 1980) 2 

1981 2 -1980 2 


1981 2 +2.1981.1980+ 1980 1 


1981-1980 


1981 2 -1980 2 


1981 2 -1980 2 


Vậy: = _9 — -r-H——rrrr — _T < —TTTT 

1981 + 1980 1981 2 + 2.1981.1980+ 1980 2 1981 2 +1980 


10 1979 +1 (ÌO^+O.^ + O^ (10 IMia + 0,1)+ 0,9 = _Ị_ 


»1979 


1979 


49. 


0,9 


1Q1980 

Còn 


+ 1 
10 1980 + ị 

10 1981 + ! 


10 1980 + ị 
2Q1980 

"Tõ 19 " 81 


10(10 1979 +0,1) 

»1980 


10 + 10 198 ° 


+ 0,1+ 0,9 (10 la8U +0,1)+ 0,9 _ 1 

+ 0 , 1.10 ~ 10 ( 10 198 ° t 0 , 1 ) ~10 + 10 


+ 1 
0,9 


1981 


+ 1 


0,9 


, , r ' 0,9 

Băng cách so sánh 2 phân sô cỏ cùng tử sô ta có: - -T^r —- > _ lùtn 

6 F 10 1980 +1 10 1981 41 


Từ bài toán trên ra cỏ thể ra bài toán tổng quát: 
10 n +1 


10 n+1 +1 


. 10 n+1 41 ,. M ,, / 9 

hay ——r- với n là sô tự nhiên? 

10 n+2 +1 


50. 2a 2 4 2b 2 = 5ab, suy ra 2a 2 - 5ab 4 2b 2 = 0 suy ra (2a - b)(a - 2b) = 0. 
Vì b > a > 0 nên a -É 2b. Để thỏa mãn (1) thì b = 2a. 


Vậy: 


a + b a 4 2a 3a 


a -b 


a - 2a -a 


= -3. 


51. Cộng hai vế cùa c 2 4 2(ab - ac - bc) = 0 lần lượt với a 2 ; b 2 ta có: 
a 2 = c 2 4 2ab - 2ac - 2bc 4 a 2 =(a - c) 2 4 2b(a - c) (1) 
b 2 = c 2 4 2ab - 2ac - 2bc 4 b 2 = (b - c) 2 4- 2a(b - c) (2) 

Từ (1) và (2), suy ra vế ừái của đẳng thức phải chửng minh có dạng: 
a 2 4- (a - c) 2 _ (a - c) 2 4- 2b(a - c) 4- (a - c) 2 _ 2(a - c) 2 4- 2b(a - c) 
b 2 4-(b-c) 2 (b-c) 2 4-2a(b-c)4-(b-c) 2 2(b-c) 2 4-2a(b~c) 

_ 2(a-c)(a-c + b) _ a-c 
~ 2(b - c)(b - c 4- a) b - c 
Như vậy, đẳng thức được chứng minh. 


(x 2 4- a)(l 4 a) 4- a 2 x 2 4 1 _ X 2 4 x 2 a 4 a 4 a 2 4 a 2 x 2 4 1 


2„2 


X 2 - x 2 a - a 4 a 2 4 a 2 x 2 4 1 
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_ : (a + a + 1) + (a + a + 1 ) _ (a 4- a + l)(x + 1) _ a 4 - a 4 - 1 
~~ : 2 (a 2 - a 4- 1) + (a 2 - a + ĩ) - (a 2 - a + l)(x 2 + l)"*a 2 -a + l 


do X 2 + 1 * 0. 


Đi<u đó chứng tỏ rằng phân thức đã cho không phụ thuộc vào X. 


Xé mẫu a 2 - a + 1 = 


\ 2 


a —- 
2 


4- -- cho nên phân thức 


a + a 4-1 
a 2 -a + l 


hay 


(x + a)(l 4 - a) 4 - a 2 x 2 4 - 1 


có nghĩa với mọi X và a. 


(x -a)(l-a)4-a 2 x 2 +1 
53. Cộig các vế tương ửng của (1), (2), (3) được: 

x + y 4- z = by 4- cz -I- ax + cz 4- ax + by = 2(ax + by 4- cz) 

Thiy ax 4- by = z vào vế phải của đằng thức trên được: 

X 4- y 4- z = 2(z 4- cz) = 2z(l 4- c) 

1 2z 

với x + y-fz*0. 


Su’ ra --=- 

1+c x+y+z 

Tiơng tự như vậy, ta được: --=-; -—— =--- 

1+a x+y+z l+b x+y+z 

Cộig các vế tương ứng của ba đẳng thức trẽn được: 


2x 


1 


2y 


111 
+ —— + 


2(x + y + z) 
X 4- y + z 


= 2 


14-a l4-b 14- c 

54. Phn tích thành nhân từ: 

a 2 + ac - b 2 - bc = a(a 4- c) - b(b 4c) = a(a 4- b 4- c) - b(a 4- b 4- c) 

= a -b)(a 4- b 4-c). 

b 2 4- ab - c 2 - ac = b(b 4- a) - c(c 4- a) = b(a 4- b + c) - c(a 4- b + c) 

= b -c)(a 4 b 4 c). 

'C 2 f bc - a 2 - ab = c(c 4- b) - a(a 4- b) = c(a 4- b 4- c) - a(a 4- b 4- c) 

= (c-a)(a4b4c). 

Đtu kiện: a4-b4-c*0; a^b^c^a. Quy đồng các phân thức trên ta 
._ c-a a-b b-c - 

(đuc: - 4 _ — 4- 7 -—- - = 0 . 

MSC MSC MSC 
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§3. Phân thức hữu ti 


Những giá trị thích hợp của biên là những giá trị của biẽn làm cho mãu 
só khảc khôrtg. 

Dạng 2: Phấn tichphân thác hưu ti thành tổng của hai phân thức mà mẫu 
thức ià các nhị thức bậc nhất. 

Phương pháp chung: 

Bước 1: Tìm các gia trị thích hợp của các biển trong cảc phân thức hữù ti. 

Bước 2: Phân tích mẫu thức thành tích các nhị thức bậc nhất. 

Bước 4: Đồng nhất các hệ số, để tìm Ả, B 

Bước 5: Kết luận. 

tTỊCiìÊphăn 

Phương pháp chung : Thông thường, với các bậỉ toán về tính giá ừị cùa 
biểu thức, trước hết ta rút gọn để được một biểu thức đơn giản rồi mới 
thay chữ bằng sổ đã cho. 

Bước 1: Tìm các giá trị thích hợp của các biến trong các phân thức hữu tỉ . 


Bước 6: Kêtluận. .4, 

TìạhgÀ: Rút gọn c<kpl^ìhửcjỉ^iỉl^ / /£585 

Phương pháp chung: 

Bước 1: Tim cấc giá trị thích hợp của các biến trong các phân thức hữu ti. 
Bước 2: Quì đồng các mẫu thức. 

^»0 ;'•* k •4. w ■:'A -sSk V > íi*M 


Bước 1: Tìm các giẩ trị thích hợp của các biến trong các phân thức hữu ti. 
Bước 2: Qui đồng các mẫú thức. 

Bước 3: Phần tích tử thức thành nhân tử. 

Bước 4; Ước lược các nhăn tử chung. 

Bước 5: Biến đổi vế phức tạp về vế đơn giản hơn. 

Bước 6: Kết luận. 

. 
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Dạng 6 Tim các giả trị nguyên của X để phân thức sau có giá trị là sô nguyên . 
Dạng T Các hài toán tồng hợp. _ ■ __ 


Các ví dụ minh họa 

Dạng Ttm các giá trị thích hợp của các biến trong các phân thức 
hữt ti 

Ví dụ ;Cho các phân thức đại số: 

9-4x 2 . X 2 -1 


a. 


b. 


Í6y 2 -25 ’ X 2 + 2x + 1 

1. Tim các giá trị thích hợp của các biến. 

2. Tim các giá trị của biến X đề phân thức trên bằng 0. 

Giải 

a. Nhữig giá trị thích hợp của biên là những giá trị của y làm cho: 

36: 2 -25*0» (6y-5)(6y + 5)*0 <=>y*±! 

6 

Nhíng giá trị của biên X đê phân thức băng 0 là nghiệm của phưorng trình 
9-lx 2 = 0 <=> (3 - 2x)(3 + 2x) = 0 .Vậy x = ±| 

b. X 2 +2x + ỉ5ếOo(x + 1) 2 ^0 ox^-1. 

Các giá trị thích hợp của biến là X * -1. 


-1 


= 0 khi và chỉ khi: 


X 2 -2x + 1 

X 2 -1 = 0 và X * -1; X 2 -1 = 0 <=> x = ±1 

X =-l bị loại, chỉ có X = 1 là giá trị của biển để phân thức nhận giá trị 0. 

Dạng ĩ: Phăn tích phân thức hữu tỉ thành tổng của hai phân thức 
mà mẫu thức là các nhị thức bậc nhất 

2x_1 

Vi dụ l- Phân tích phân thức sau đây: n —~~—~—~ 

X 2 - 5x + 6 

thàih tồng của hai phân thức mà mẫu thức là các nhị thức bậc nhất. 

Giải 

Mải thức của phân thức trên đây có thể phân tích thành nhân tử: 
X 2 - 5x + 6 = (x - 2)(x - 3). Ta tìm hai biểu thức A và B đề có: 

!x -1 2x -1 A B 

X 2 -5x + 6 ~ (x - 2)(x-3) ” X -3 X- 2 

r\„T /tÀ*,rr AUiV/* /ĩ* /-.A* 2x_1 _ A(x-2) + B(x-3) 

Qu r đỏng mau thức ở vê phải, ta có: „ -- = ——- ị—, ———T—- 

F X 2 - 5x + 6 (x - 2)(x - 3) 

Nhĩ vậy ta phải có: 2x-l = A(x-2) + B(x-3) (*) 

VếsÁtié&à (*) là một nhị thức bậc nhất, vậy A, B phải là những hằng số. 
ích để tìm A, B 
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Cách 1: (*) cho ta: 2x-l = (A + B)x -2A -3B 

Đồng nhất hệ số cùa các hạng từ cùng bậc ở hai vế ta được: \ ^ 

[2A + 3B=1 

cho ta A = 5, B = -3 ■ Vậy , 2x ~\ =-^-r —~ 

Cách 2: Trong (*), cho X = 2 thì A(x -2) = 0,do đó tính được B; cho X - 3 
thì B(x -3) = 0 và tính được A: 
x = 2=>4-l = A.0 + B(2-3)=>B = -3 
X = 3 => 6 -1 = A(3 - 2) + B.o A = 5 

Ví dụ 2: Xác định các số a, b, c sao cho: y---4-— = + 4 (1) 

(x 2 +l)(x-l) x z +l X — 1 

Giải: 

Thực hiện phép cộng ở vế phải cùa (1): 

(ax + b)(x-l) + c(x 2 +l) ^ ax 2 -ax + bx-b + cx 2 + c 
(x 2 +l)(x-l) ~ (x 2 +l)(x-l) 

(a + c) X 2 + (b - a) x + (c - b) 

(x 2 +l)(x-l) 


Đồng nhất phân thức trên với phân thức 


(x 2 +l)(x-l) 


, ta được: 


a + c = 0 
b-a = 0 => 
c-b = 1 


í 


c + b = 0 1 1 

=> c = ~; b = —7 
[c - b = 1 2 2 


Do đó a = -4. Như vậy 7 —-4--- 

2 (*’ + l)(x-l) 


2 


1 1 
— X- — 


+ 


1 

2 


x* + l X — 1 


Dạng 3: Tinh số trị của phân thức hữu tỉ 

Vi dụ 1: Cho 4a 2 + b 2 = 5ab với 2a > b > 0. 


Tính số trị của phân thức: p = 


ab 


4a 2 - b 2 

Giải 

Từ 4a 2 + b 2 = 5ab, ta có: 4a 2 - 4ab - ab + b 2 = 0 
Hay (a-b)(4a -b) = 0(*). Vì 2a > b > 0 nên 4a -b *0 
Vậy từ (*) ta suy ra a - b = 0 .Tức là a = b. 




£ 


vào p ta được: p = 


ab _ a 2 
4a 2 -b 2 ~ 4a 2 -a 1 


= 4 (do a* 0) 
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Ví dụ Tính giá trị biêu thức: 

a-2) 2 (2a + 2a 2 ) 1 

a. --—-— với a = 

(a + l)(4a-a J ) 2 

, x-xy + y-y 2 . 3 1 

b. -7- —-— với X = --f;y = 77 


a. 


b. 


- 3y 2 + 3y -1 4'*' 2 

Giải 

(a-2) 2 (2a + 2a 2 ) _ 2a(a - 2) 2 (a + l) _ 2(a-2) 

(a-l)(4a-a 3 ) - -a(a -4- l)(a - 2)(a + 2) a + 2 

Vó a = phân thức có giá trị là . 

x-xy + y-y 2 _ x(l-y) + y(l-y) _ (x + y)(l - y) _ x + y 

y 3 -3y 2 + 3y -1 (y-1) (y-1) 3 (y-l) : 


3 1 

Vỏ X = --Ị ,y = phân thức cỏ giá trị là 1. 

Nhận :ét Thông thường, với các bài toán về tỉnh giá trị của biếu thức, 
triơc hết ta rút gọn để được một biểu thức đơn giản rồi mới thay chữ 
bằìg số đã cho. 

Vỉ dụ Rút gọn biểu thức rồi tính giá trị: 

ix 2 (a-x)-a 2 x(x-a) 1 

a. — 0 - - với a = 4;x=-3 

3a 2 -3x 2 2 


b. 


(ab + bc + cd + da)abcd 
c + d)(a + b) + (b -c)(a -d) 


với a = -3;c = 2;b = -4;d = 3 


x + l2a)(x -4ax + 4a 2 ) 1 

c.- -—-—-T ---với a = -~;x = 5 

(x + 5a) -49a 2 2 


(8x 3 - y 3 )(4x 2 - y 2 ) 
2x - y)(4x 2 - 4xy + y 2 ) 


với X = 2;y = 

2 

Giải 


^ _ IX 2 (a-x)-a 2 x(x-a) ax(a-x)(a + x) ax 
3a 2 -3x 2 ~ 3(a-x)(a+x) 3 

Th.y a=ị;x = -3tacóA = 

2 2 

k (ab + bc + cd + da)abcd [(ab 4- ad) 4- (bc + cd)]abcd 

c + d)(a + b) + (b-c)(a-d) ca + cb + da + db + ba-bd-ca + cd 


[i(b+d) + c(b + d)]abcd (b + d)(a + c)abcd 
da + cb + cd (b + d) (a + c) 

-3; c = 2; b = -4; d = 3 ta có B = 72. 



= abcd 





















c c _ (x + 12a)(x-2a) 2 (x + 12a)(x-2a)(x -2a) _ x 2a 
(x + 5a) 2 -(7a) 2 (x + 5a + 7a)(x + 5a-7a) 


Thay a = X = 5 ta có c = 6. 
2 


d. D = 


(8x 3 -y 3 )(4x 2 -y 2 ) 


4x 2 + 2xy 4- ỳ‘ 


(2x + y)(4x 2 -4xy + y 2 ) 

_ (2x-y)(4x 2 +2xy + y 3 )(2x-y)(2x + y) _ 

(2x4-y)(2x-y)(2x-y) 

Thay x = 2;y = “ ta có D = 14—. 

7 2 4 

Ví dụ 4: Tính giá trị của biếu thức sau, biết rằng a 4- b 4 - c = 0 : 


A = 


a-b b-c c-a w 
-+-- + -- 


a 


c a b 

4--4- 


\ 


va-b b-c c-a 

Giải: 


n- TV* a-b b-c c-a , 
Gọi M =-4- ——- 4- ——, ta có: 


a 


w c . c 
M. — =14- 


a-b a-b 


b-c c-a 
——- + —— 
^ a b 


= 1 + 


c b 2 - bc 4- ac - a 2 


a-b 


ab 


c (a-bì(c-a-b) 2c 2 . 2c 3 

= 1 4 - — - . ---- = 1 4 * —— = 1 4 - —— 

a — b ab ab abc 

~__. . a 2a 3 b 2b 3 

Tương tự: M.—— = l4--f-, M.—— = l + - 7 —. 

b-c abc c-a abc 

2(a 3 +b 3 +c 3 ) , ^ a 

Vậy A = 3 4- ——-- = 9 (vì a 4- b 3 4- c 3 = 3abc, xem bài 42)| 


Ví dụ 5: Cho 


X - 


abc 

1' ' 


X =a. 


Tính giá ừị của biểu thức: M = 


'4 l' ' 

X - 


X 4 4- --- theo a. 
X ) 


A “7T 

l X 

Giải: 

Trước hết, tính X 4 theo a. Ta cỏ: 

X 4 -1_ * -_ 4 4 4 , _ __4 a 4-1 

—-—- = a => X -1 = ax 4- a => X -ax =a + l => X = —— 
X 4 4- 1 1-a 


(doa * l). 



và rút gọn được M = 


2a 


a 4- 1 
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Vỉ dụ 6: Cho các số a, b, c khác nhau đôi một và a + — = — — = - - a . Tính 


a 


giá trị của biểu thức: M = 


í, 

(ì b ì 

íi 


14 -- 

14 -- 

1 bj 


V *) 


Giải: 


, a + b b + c c + a a + b + b + c + c + a 2(a + b + c) 

Ta có —— = —— = —— =---= —— -- 

c a b a+b+c a+b+c 

Neu a + b + c * 0 thì tỉ số trên bang 2. Suy ra a + b = 2c, b 4- c = 2a , do 

đó a - c = 2 (c - a) nên c = a , trái với đề bài. 


Vậy a + b + c = 0.Tacó M = 


a + bb + cc + a -c-a-b 


b c a 


b c a 

Ví dụ 7: Cho a 3 4- b 3 + c 3 = 3abc và a 4- b 4- c * 0. Tính giá ừị của các biêu 
a 2 + b 2 + c 2 


thức: N = 


(a + b + c) : 


Giải: 


Ta có a 3 4- b 3 4- c 3 - 3abc = (a + b 4- c) (a 2 4- b 2 4- c 2 - ab - bc - ac) 

Do a 3 4- b 3 + c 3 = 3abc và a + b + c^o nên a 2 4-b 2 + c 2 -ab-bc-ac = 0 

3a 2 1 

(3a) 2 = 3 ■ 


Dễ dàng suy ra a = b = c. Vậy N = 


Dạng 4: Rút gọn các phân thức hữu tỉ 

Ví dụ 1: Rút gọn các phân thức: 

(a + b) 2 -c 2 


a. 


a + b 4- c 


b. 


a 2 + b 2 - c 2 + 2ab 
a 2 - b 2 + c 2 -I- 2ac 


Giải 


(a 4-b) -c 2 (a + b + c)(a + b-c) 

a. -- - -= ----- = a + b - c 

a + b + c a + b + c 

, a 2 + b 2 -c 2 + 2ab _ a 2 4- 2ab 4- b 2 -c 2 

a 2 - b 2 4 - c 2 4- 2ac ” a 2 4- 2ac 4 - c 2 - b 2 

_(a + b) -c 2 _(a4b4c)(a4b-c)_a4b-c 

( a + c ) 2 -b 2 (a 4-c 4- b)(a 4-c -b) a-b4-c 

Ví dụ 2: Thực hiện phép tính: 


_ Ị_ _Ị_ _1_ 

(b^^^+ac-b 2 -bc) (c-a)(b 2 4-ab-c 2 -ac) (a-b)(c 2 4-bc-a 2 -abj 


AỀ: 
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Giải 

a 2 + ac - b 2 - bc = (a 2 - b 2 ) + c(a - b) = (a - b)(a + b + c) 

Vậy mẫu thức cùa phân thức thứ nhất là: (b -c)(a - b)(a + b + c) 

Chú ý rằng, nếu ừong mẫu thức của phân thức thứ nhất, ta thay b bởi c, 
thay c bởi a và thay a bời b thì ta được mẫu thức của phân thức thứ hai. 
Do vậy: Mầu thức của phân thức thứ hai bằng:(c-a)(b-c)(a +b + c). 

Mầu thức của phân thức thứ ba bằng: (a-b)(b-c)(c-a)(a + b + c) 

Đáp số: 0 

Vỉ dụ 3: Cho a, b, c khác nhau đôi một và — + i + - = 0. Rút gọn các biểu 

a b c 

thức: 


111 

a 2 + 2bc b 2 + 2ac c 2 + 2ab 
bc ac ab 

a 2 + 2bc b 2 + 2ac c 2 + 2ab 
a b c 

a 2 + 2bc b 2 + 2ac c 2 + 2ab 

Giải: 

Từ giả thiết suy ra ab + bc + ac = 0 nên 

a 2 +2bc = a 2 + bc + (-ab-ac) = a(a-b)-c(a-b) = (a-b)(a-«c) 
Tưomgtự: b 2 +2ac = (b-a)(b-c); c 2 + 2ab = (c-a)(c-b) 


a. M = 

b. N = 

c. p 


a. M = 

b. N = 

c. p 


111 b-c+c-a+a-b 

(a-b)(a-c) (b-a)(b-c) (c-a)(c-b) ~ (a-b)(b-c)(a — c) 
bc ca ab 

(a-b)(a-c) (b-a)(b-c) (c-a)(c-b) 

a 2 + b 2 + c 2 
(a-b)(a-c) (b-a)(b-c) (c-a)(c-b) 

/, \3 / > 


= 0 


= 1 

= 1 


Vỉ dụ 4: Rút gọn phân thức: A = Ỳ ^ ~ư7~^~ĩ 7~ TT 

a (b - c) + b (c - a) + c 2 (a - b) 


Giắỉ: 

Phân tích mẫu thức thành nhân từ: 

a 2 (b - c) + b 2 (c - a) + c 2 (a - b) = a 2 (b - c) + b 2 c - ab 2 + ac 2 - bơ 2 
= a 2 (b-c) +bc(b-c)-a(b 2 -c 2 ) = (b-c)(a 2 +bc-ab-ac) 

= (b - c)[a (a - b) - c (a - b)] = (b - c) (a - c) (a - b). 

(b - c) 3 + (c - a) 3 + (a - b) 3 
-(a-b)(b-c)(c-a) 
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Ia :ó nhận xét: Nêu X + y + z = 0 thì X 3 + y 3 4- z 3 = 3xyz . 
Đặ’ b-c = x, c - a = y, a-b = z thì X 4- y 4- z = 0 . 


Th <0 nhận xét trên: A = 


X 3 + y 3 + z 3 _ 3xyz 


= -3 . 


-xyz 

Ví dụ í: Cho biết ax 4- by + cz = 0 . 

.2 / \ 2 


-xyz 


Rú gọn: A = 


bc(y-z) 4-ca(z-x) 4-ab(x-y) 
ax 2 + by 2 4- cz 2 


Giải: 

Tscó B = bc(y-z) 2 4-ca(z-x) 2 4-ab(x-y) 2 

= hy 2 + bcz 2 4- caz 2 4- cax 2 4- abx 2 4- aby 2 - 2(bcyz 4- acxz + abxy) (1) 
Từgiả thiết suy ra: a 2 x 2 + b 2 y 2 4- c 2 z 2 4- 2(bcyz 4- acxz + abxy) = 0 (2) 
Từ v 'l) và (2) suy ra: 

B = ax 2 (b 4- c) + by 2 (a 4- c) 4- cz 2 (a 4- b) 4- a 2 x 2 4- b 2 y 2 4- C 2 Z 2 
= ac 2 (a 4- b 4- c) 4- by 2 (a 4- b 4- c) 4- cz 2 (a 4- b 4- c) = (a 4- b 4- c)Ịax 2 4- by 2 4- cz 2 ) 


Dođó: 


A = 


B 


= a 4- b 4- c . 


,ỹ = ^(x*0) 

4 8x 


ax 4- by 4- cz 

Dạng): Chứng minh đẳng thức . 

Vỉ dụ : Chứng minh các đẳng thức sau: 

x + y 3a(x + y) 2 

b. = --- , —vớia * 0,x * -y. 
3a 9a 2 (x 4- y) 

Giải 

a. Vổ X* 0 thì 2x* 0. 

Tho tính chất của phân thức, ta có: -- = ~~ = 

4 4.2x 8x 

b. Vó a * 0 và X * -y thì ta có 3a (x 4- y) * 0 . 

Vá , X + y = (x + y).3a(x + y) = 3a(x + y) 2 
3a 3a.3a(x4-y) 9a 2 (x4-y) 


Ví dụ Cho X > y > 0. Chứng minh rằng : 


X -y X 2 -y 
— < 


X 4- y X 2 4- y 2 


Giải 


Dcx > y > 0 nên X 4- y * 0 . 

Tho tính chất cơ bản cùa phân thức ta có: 
x-y _ (x-y)(x + y) X 2 - y 2 ^ 

X4 y ^ + y)(x + y) X 2 4- 2xy 4- y 2 ' 

‘* do X ,y > 0 nên X 2 4- 2xy 4- y 2 > X 2 4- y : 
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X 2 — V 2 X 2 — V 2 

Vây — -——— < — -— 

■ X 2 4- 2xy 4- y 2 X 2 4- y 2 

Ví dụ 3: Chứng minh đẳng thức: 


(2). Từ (1) và (2) ta suy ra: 

1 1 _ 1 _ 

n(n 4- 1) n n + 1 


X - y X 2 - y * 
X 4- y X 2 4- y 2 


Giải 

Cách 1: Xuất phát từ vế phải và quy đồng mẫu thức, ta có: 

1 1 _ n + l- n_ 1 

n n + 1 n(n + l) n(n + l) 

Cách 2: Xuất phát từ vế trái và áp dụng phương pháp hệ số bất địiuh, ta 

được:— * ■ = — 4- hay 1 = A(n + l) + Bn, cho ta A= 1, B= -1 

n(n + l) n n + 1 

Ví dụ 4: Chứng minh rằng nếu: 

c 2 + 2 (ab - ac - bc) = 0, b * c,a 4- b * c thì — n ———ậr = — 

b 2 +(b-c) b-c 

(Đe thi chọn học sinh giỏi toán ỉởp 8 năm ĩ 982) 
Giải 

Vi c 2 4- 2 (ab - ac - bc) = 0 nên 
a 2 + (a - c) 2 a 2 4- (a - c) 2 4- (c 2 + 2ab - 2ac - 2bc) 
b 2 + (b - c) 2 b 2 + (b - c) 2 + (c 2 + 2ab - 2ac - 2bc) 

_ 2a 2 + 2c 2 -4ac + 2ab “2bc _ (a -c) + b(a -c) 

~ 2b 2 + 2c 2 - 4bc + 2ab - 2ac (b - c) 2 + a (b - c) 


(a -c)(a ~c 4- b) a-c 
(b-c)(b-c 4-a) b-c 


(b * c,a 4- b * o) 


h 2 4-n 2 -a 2 c 2 +a 2 -b 2 a 2 4-b 2 -c 2 

Vi dụ 5: Cho đẳng thức: — + + - - , =1 (1) 

2bc • 2ac 2ab 

Chứng minh ràng ba phân thức vế trái thì có hai phân thức bằng + 1, và 
một phân thức bằng -1. 

Giải: 

r\x* b 2 4- c 2 - a 2 A c 2 4- a 2 - b 2 a 2 4- b 2 - c 2 n 

Đặt --77—— = A,—- 7 --— = B,----= c. 

2bc 2ac 2ab 

Theo giả thiết: A 4- B 4- c = 1. Suy ra: s = (A -1) 4- (B -1) 4- (c 4-1) = 0 

A 1- ( b ~ c ~ a )( b ~ c + a ) -B 1 ( a - c - b )( a ~ c + b ) 

2bc 1 2ac 


A 




b 4- c) (a 4- b - c) 


2ab 


-BDHSGT8- 






























s - ~2 ~[ c ( a + b + c) + b(a-c-b) + a(b-c-a)J 

s -0 => (a + b-c)(b + c - a)(c 4 a - b) = 0 
Ccba khả năng: 

a. i + b- c = 0=>A-l = B- l = C + l = 0 (đpcm) 

b. ) + c -a = 0. Ta xét: A + 1 = B-1=C-1 = 0 (đpcm). 

c. C4a-b = 0. Ta xét: s = (A -1)4-(B + l) 4 (C-1) = 0, và suy ra 

A-1 = B + 1 = C-1 = 0 (đpcm) 

, a-b b-c c-a 
Vị dụ i: Gia sử X =-—; y = -—-; z = 


a 


4- b 


b 4 c 


c 4 a 


Chrng minh ràng (l + x)(l 4- y)(l + z) = (l -x)(l - y)(l -z)(l) 

Giải 

h „ (l + x)(l + y)(l + z) 

a-b 1 + x x ._ 1 + x a 

Thy X =- — vào —— , ta được: — = — 

a 4 b 1-X 1-xb 

H(án vi vòng x->y-*z->xvà a-^b->c->a đươc - l + y_b.l + z _ c 

1 - y c 1 — z a 

Thy vào (2) suy ra điều phải chứng minh. 

Vi dụ 7 : Chứng minh rang: 

b+c+d c 4 d 4 a 

(t-a)(c -a)(d-a)(x-a) (c-b)(d-b)(a-b)(x-b) 

d+a+b a+b+c 

(d-c)(a-c)(b-c)(x - c) ^ (a-d)(b-d)(c-d)(x-d) 

x-a-b-c-d 
- (x - a)(x - b)(x -c)(x -d) 

Giải: 

b + c + d _ (a + b + c + d-x) + (x-a) 

(t-a)(c -a)(d-a)(x -a) ~ (b-a)(c-a)(d -a)(x -a) 

(a + b + c + d-x) 1 

~~ b-a)(c-a)(d-a)(x-a) (b-a)(c-a)(d-a) 

Á) dụng hoán vị vòng b->c->d-»a-*bvào vế trái rồi đorn giản, ta 

điợc: (a +b 4 c 4 d - x) 


0 


ât 


(a -b)(a -c)(a -d)(a - x) 
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+ 


+ 


(b - a)(b -c)(b - d)(b - x) (c - a)(c - b)(c - d)(c - x) 

. Quy đồng mẫu thức và tính toán biểu 
-1 


(d -a)(d -b)(d -c)(d-x) 
thức trong [ ] ta được: 


(x -a)(x -b)(x -c)(x -d) 

Từ đây suy ra đpcm. 

Vi dụ 8: Cho biết: — + = 2 và -L + 7 L + 4 = 2 

a b c a 2 b 2 c 

Chứng minh rằng a 4- b 4- c = abc. 

Giải: 


Từ (1) suy ra: ■4 + À + 4 + 2 
a b c 


111 
ab bc ac 


= 4 


~ * 111, ._a 4- b 4- c , 

Do (2) nên —— 4- 4- — = 1, suy ra---= 1. 

ab bc ac abc 

Do đó a + b 4- c = abc 

Vi dụ 9: Cho (a 4- b 4- c) 2 = a 2 + b 2 4- c 2 và a, b, c khác 0. Chứng minh ràng: 
111 3 

+ —T- + -TT = 


3 b 3 c 3 abc 


Giải 

Từ già thiết suy ra: ab 4- bc 4- ac = 0. 

~ , ab 4- bc + ac , ,, 11 1 

abc a b c 

Sau đó chứng minh rằng nếu X 4- y + z = 0 thì: X 3 + y 3 + z 3 = 3xyz 

Vi dụ 10: Cho ^-4- — + — = — + ~ + Chứng minh rằng ừong ba số a, b, c 
b c a a c b 

tồn tại hai số giống nhau. 

Giải: 

Từ già thiết suy ra: 

a 2 c 4- ab 2 4- bc 2 = b 2 c 4- a 2 b 4- ac 2 => a 2 (c - b) - a (c 2 - b 2 ) 4- bc (c - b) = 0 


=> (c-b)(a 2 -ac-ab 4- bc) = 0 => (c - b)(a - b)(a-c) = 0 

Tồn tại một trong các thừa số c - b, a - b, a - c bằng 0. Do đó trong ba 
số a,b, c tồn tại hai số giống nhau. 


Dạng 6: Tim các giá trị nguyên của X để phân thức sau có giá trị là 
sốnguỵêi ^ 
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Ví dụ 2 Tìm các giá trị nguyên của X để giá trị tương ứng của các biều thức 
sauđây cũng ỉà sô nguyên: 


a. 


: 3 - X 2 + 2 

X — 1 


b. 


X 3 - 2x 2 + 4 


X - 2 


Giải 


a. Chi. tử thức cho mẫu thức, được thương là X 2 và dư là 2. 

2 


r>/ , X -X* + 2 2 

P(:) =---= X +-- 

w x-1 X — 1 


. Khi cho X một giá trị nguyên thì X 2 là 

; , . * 2 
mộ sô nguyên, do đó P(x) nhận giá trị nguyên khi và chỉ khi — - nhận 

X -1 

giátrị nguyên, hay X -1 là một ước số của 2, nghĩa là X - 1 = ±1;±2. Ta 
có:< -1 = -1 r=> X = 0 => P(0) = -2; X -1 = 1 => X = 2 => P(2) = 6 

X -1 = -2 => X = -1 => P(-l) = 0; X-1 = 2=>X = 3=>P (3) = 10 
b. X =-2; 0,1; 3; 4; 6. 

Dạng 7 : Các bài toán tổng hợp 

Ví dụ : Chứng minh ràng nếu (a 2 -bc)(b-abc) = (b 2 -ac)(a -abc) và các 

Sỉố ., b, c, a - b khác 0 thì — + ỉ + ỉ = a + b + c. 

a b c 

Giai 

TTùgiả thiết suy ra: 

a 2 b - a 3 bc - b 2 c + ab 2 c 2 = ab 2 - ab 3 c - a 2 c + a 2 bc 2 
ab (a - b) + c (a 2 - b 2 ) = abc 2 (a - b) 4- abc (a 2 - b 2 ) 

=> (a-b)(ab + bc + ac) = abc(a-b)(a + b + c) 

Cha hai vế cho abc (a - b) * 0 ,ta có điều phải chứng minh. 

Vidiụ 2 Tính tổng: s = —Ị— + —+... + —--ị--— 

1.2.3 2.3.4 n(n + l)(n + 2) 

Giải 

Cứh I:~ - - -- = 2 -.—-+ 2 -.——- 

n(n + l)(n + 2) 2 n n +1 2 n + 2 

ca 1/, 1 , ,lì lí 1 , 1 , , 1 . lì 

2y 2 n ) 2\3 4 n + 1 n + 2 J 


11 1 1 

-ỉ _ + _ + ... + — +——- 

2 3 n n-fl 


íl 1 


(1 

1 


lì 

lí 


+ 

- + - 


. + — 

+ - 

l 2 

ỉ 

13 

4 


n; 

2l 

1 

1 

1 

1 

1 

1 



2 2’n + l 2 


ì 1 1 , 1 

+ —-1-— 

/ 2vn + l n + 2, 

1 1 
2 (n + l)(n + 2) 


'Ị 1 

1 

(1 
-+ 

1 

- + 

4 

J 2 

n + 1 


n(n + 3) 



c 

n J 


4(n + l)(n + 2) 
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n.L ,.2 1 1 

CđCA Ẩĩ , V V V - , V ẩ V / V 

n(n + l)(n + 2) n(n + l) (n + l)(n + 2) 

2S = — r—-ịr—x 

1.2.3 2.3.4 n(n + l)(n + 2) 


1.2.3 2.3.4 

1 11 1 
+ 


1.2 2.3 2.3 3.4 3.4 4.5 

1 _ 1 n(n-í-3) 

2 (n + l)(n + 2) ~ 2(n + l)(n + 2) 

í - Tính tnnơ- s = ——I—1— 4—— 4- 


1 _ 1 

n(n + l) (n + l)(n + 2) 


suy ra s = 


n(n -í- 3) 


4(n + l)(n + 2) 
1 


Vi dụ 3: Tính tổng: s = + —- + ...+ , 

1.3 3.5 5.7 (2n-l)(2n + l) 


Giải 


Ta có: 

Ta được: 


(2n-l)(2n + l) 2 
1 líl r 


ĩađược: ~ = ì ; - 

1.3 2{l 3 J , 

1 1 ( l 

(2n-l)(2n + l) " 2Ỉ,2n-l 


( 1 

1 

\ 

Un-l 

2n + \j 

1 1 

í 1 x ì 


3.5 2 

u 5> 



2n-l 2n + l 


.Vậy s = i 
2 


1 _ 1 

5.7 ”2 

r 


1 1 


5 7 
1 


\ 


2n +1 


n 


2n +1 


Ví dụ 4: Cho các số a,b,c khác 0 và đôi một khác nhau, thoả mãn điều kiện 
a 3 + b 3 + c 3 = 3abc .Tính : 


fb-c c-a a-b^l 

1 1 

í a 

b 

c 'ị 

^ a b c ) 

cr* 

1 

n 

c - a 

a ~bj 


uc mi Ểii3VJ 7 unn í nu Ẫ ny riurrt 

Giải: 

Tacó a 3 4- b 3 + c 3 = 3abc o ỉ(a + b + c)£(a - b) 2 + (b - c) 2 + (c - a ) 2 ~ị = 0 

Cí>a + b + c = 0 (do a,b,c đôi một khác nhau). Suy ra 
a b c a(c-a)(a-b) + b(b-c)(a-b) + c(b-c)(c-a) 
b-c c -a a-b (a-b)(b-c)(c - a) 

_ (a 2 +b 2 + c 2 )(a + b + c)-2(a 3 + b 3 + c 3 ) -9abc 


(a-b)(b-c)(c-a) (a-b)(b-c)(c-a) 

Mặtkhác : ^ 1 bc(b-c) + ca(c-a) + ab( a^-b) 

a b c abc 


a b c abc 

-bc[(a-b) + (c-a)] + ca(c-a) + ab(a-b) -(a-b)(b-c)(c-a) 

abc abc 

(b-c c-a a-bV a b c \ „ 



+ —— + 
b c 


- -+-+-- 

b-c c-a a-b 


= 9. 
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Bài tập vân dụng 

1. Tìm giá trị của X đẽ phân thức sau băng 0. 


a. 


2x 2 +10x4-12 
. X 3 - 4x 


b. 


X 3 + X 2 - X - 1 

X 3 + 2x - 5 


- 0 , . _ . * . ,. a 4 - 3a 2 + 1 

2. Rút gọn phan thức sau: —--- 


a 4 - a 2 - 2a - 1 

^ , a 2 (b-c) + b 2 (c -a) f c 2 (a - b) 

3. Rút gọn phân thức sau: v ; ' ' ' ■ 

a (b - c J + b (c - a ) + c [a - b ] 


4 . Rút gọn phân thức sau: 


- 1 | 


+ X + X 


3x -4x +1 


với X < 0 . 


_ _ ,_ UA _ . ,_ 16a 2 -40ab a 10 

5. Rút gọn phan thức sau: —-— — với — = —. 

B t 8a 2 -24ab b 3 

, „ ,_. ,_ 1 1 2a 4a 3 8a 7 

5 F a-b a + b a 2 + b 2 a 4 + b 4 a 8 + b 8 


_ , . , mr .1 , » 2x + lOx +12 

7.1 ìm giá tri của X đẻ phan thức- r—- 

X - 4x 

8. Rút gọn phân thức sau: 

2a + b 2a - b 4a . a 

M = a + — — - — + —TT—- với b = 

2 - b 2 + b b 2 - 4 

9. Rút gọn phân thức sau: 


băng 0. 


a +1 


N = 


1 + 


a + X 


^ a + x / 


1 - 


l-(a 2 +x 2 ) 


2ax 


. Với X = 


a -1 


10. Cho 3a 2 + 3b 2 = lOab và b > a > 0 . Tìm số trị biều thức: p = 

11. Cho 4a 2 + b 2 = 5ab và 2a > b > 0 . Tìm số trị biểu thức: M = 

12. Cho ỉ + ỉ + - = 0. Tính số trị biểu thức: N = ^ ^. 

a b c a 2 b 2 c 2 

13. Cho a 3 -I- b 3 + c 3 = 3abc với a, b, c * 0. 


a - b 
a + b 
ab 

4a 2 - b 2 ■ 


Tính số trị biểu thức: p = ịl + ^ ^ 


c; 


1 + -L 


14 . Tìm các số a và b sao cho phân thức 


X 2 +5 


X 3 -3x - 2 


r 

viêt được thành 


a 4* b 




+ 


1) 


2 ■ 
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15. Viết phân thức — dưới dạng tồng ba phân thức mà mẫu số theo thử 

X “4x 

tự bằng X, X 4- 2, X - 2 , tử số là các hằng số. 

16. Xác định các số a, b, c sao cho: -- — --r đồng nhắt với 

(x-l)(x 2 -X4-1) 


a bx + c 
X-1 x 2 -x + l’ 

17. Cho — 4- ì 4- - = - ị -. Chứng minh rằng trong ba số a, b, c có hai số 

abca+b+c 

đối nhau. 

1 o a 2 4- b 2 -c 2 b 2 4- c 2 - a 2 c 2 +a 2 -b 2 

18. Cho ---4--r:-— 4--r-— = 1. 

2ab 2bc 2ac 

a. Chứng minh rằng ứong ba số a, b, c có một số bằng tống hai số kia. 

b. Chứng minh ràng ữong ba phân thức đă cho, cỏ một phân thức bàng 
-1, hai phân thức còn lại bàng 1. 

19. Chứng minh hàng đẳng thức: 

(x 2 - X + 1) (x 4 -X 2 + 1) (x 8 - X 4 + l)(x 16 - X 8 +1) (x 32 - X 16 + 1) 


X 64 + X 32 +1 
X 2 4- X 4- 1 


X y z , (x 2 +y 2 +z 2 )(a 2 + b 2 +c 2 ) 

20. Cho _ = ”■ = _ ^ 0. Rút gọn biểu thức: --- - —-2 -. 

a b c (ax + by + cz) 


21. Cho a + b + c = l (l); a 2 +b 2 +c 2 =1 (2);- = ^ = - ( 3 ). 

a b c 

Chứng minh ràng: xy + yz + zx = 0 . 

22. Cho — -=-=——— =-— -, trong đó a, b, c, 2b -I- 2c - a, 

a b c 

2c + 2a - b, 2a + 2b - c * 0. Chứng minh rằng: 

X y z 

2b 4- 2c - a ~ 2c 4- 2a - b _ 2a 4- 2b - c 

23. Chứng minh rằng nếu ta có đẳng thức: 

a(b-c)x 2 4-b(c-a)xy4-c(a-b)y 2 =d(x-y) 2 trong đó a,b,c *0,, đúng 


với mọi xvà y thì: 




_1 1 _ 2 

a c b 
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24. Rút »ọn biẻu thức với n là sồ tự nhiên lỏn hơn hoặc bàng 2: 

2M 3^-1 4 2 -1 n 2 -1 
2 2 ' 3 2 ' ~4 2 n 2 

25. Rút >ọn biểu thức với n là số tự nhiên: 


14 ^ 

3y 


l+ o 

8 


l 15 


1 + 


1 


n 4 2n 


26. Rút ^ọn biểu thức với n là số tự nhiên: 

( (, 2 \ 2 ì f 2 ^ 

1 4— . 1 4 —— . 1 4 —— ... 1 H —— 

V 4 ) 10 ) \ 18; V. n +3nJ 

27. Chíng minh hằng đang thức sau với n là số tự nhiên: 

1 1,1 . 1 n -1 , 

1.2 2.3 3.4 (n-l)n n v 7 

28. Chứìg minh hằng đang thức sau với n là số tự nhiên: 


111 

I -—- 4 —— 4 ... 4 


1 n 

(2n-l)(2n4l) 2n4l 


1.3 3.5 5.7 

29. Chíng minh hằng đảng thức sau với n là số tự nhiên: 

1 , ì I 1 , , 1 (n-l)(n + 2) 

1.23 2.3.4 3.4.5 ■" (n-l)n(n + l) 4n(n + l) v 7 

30. Rút*ọn biểu thức: 

_ 1 11 1 1 

a 2 -a a 2 +3a + 2 a 2 + 5a + 6 a 2 47a4l2 a 2 4 9a 4 20 

có số trị là số nguyên. 


31. Tìmsố tự nhiên n để phân thức: A 

X 2 4 y 2 4 z 2 


n 4 -2n 3 4 5 


32. Rút»ọn 


(y-z) +(z-x ) 2 +(x-yV 


n - 2 

, biết rằng X 4 y 4 z = 0 . 


33 . Tíínl giá trị của biểu thức A =———, biếtx 2 -2y 2 = xy(y * 0; X 4 y * 0) 

X 4 y 

3x_2y ' ’ _ 

34 . Tííni giá trị của phán thức A = , biêt răng 9x 2 4 4y 2 = 20xy và 

3x4 2y 

2y * 3x < 0 . 

35 . Clhc 3x - y = 3z và 2x 4 y = 7z. 


Tũ 



ị của biểu thức M = 


X 2 “2xy 

X 2 4y 2 


(x *0; y*0). 


r SiT8- 
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36. Tìm số nguyên X để phân thức sau có giá trị là số nguyên: 
3 . x 5 7 


a) 

d) 


2x -1 
x 2 -59 

X + 8 


b) 


e) 


•X 2 +1 
x + 2 • 
X 2 +4 


c) 


X 2 - x + 1 


_ r m _ . 10 

37. Tìm so hữu tỉ X đê phân thức — 7—7 có giá trị nguyên. 


xr + 1 


38. Cho a + b + c = 0 và a, b, c đều khác 0. Rút gọn biểu thức: 

. ab bc ca 

~~ a 2 + b s - c 2 + b 2 + c 2 - a 2 + c 2 + a 2 - b 2 ' 

39. Cho a, b, c là các số nguyên khác nhau đôi một. Chứng minh ràng biểu 
thức sau có giá trị là một số nguyên: 

a b c 

(a-b)(a-c) (b-a)(b-c) (c-a)(c-b) 

40. Cho 3y - X = 6. Tính giá trị của biểu thức: A = 


p = 


X + 2x - 3y 


y-2 X-6 


2 _ 2 _2 __2 . ..2 . _2 

ÁA _ > X . y . z £ X + y + z 

41. Tìm X, y, z biêt răng: — I- ■“ — h —— — -^- 

2 3 4 5 

42. Tìm X, y biết rằng: x 2 +y 2 +-ỉ- + "4- = 4 

X y 

43. Tim các giá trị nguyên của X đề phân thức sau có giá ưị là số nguỵêĩn: 


a. A = 


C.c 


2x 3 - 6x 2 + X - 8 
X-3 

X 4 + 3x 3 + 2x 2 + 6x - 2 
x 2 + 2 


b.B = 


X 4 -2x 3 -3x 2 +8x -1 


x 2 -2x + l 


44. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n £ 1: 

1 


1.11 
a. 75 -+ 75 -+ 75 - + - 

2 2 4 2 6 2 

.111 
h -ị + ị + r + - + 


( 2 n) 


^ 1 

2< I 


(2n + lf < 4 ' 


45. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n £ 2: 

A 111. 12 

^ — q2 q2 a2 2 < Q 

z . đ 4 no 

46. Chứng minh rằng với số tự nhiên n £3:B = ^ + i + -^-+ ... 7 - 

3 4 5 n 12 


A 0 C 
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Hướng dẫn và đáp số. 

1. a) Phân thức bằng 0 khi tử số bằng 0 và mẫu số khác 0. Tử số bằng 

2x 2 + lOx + 12 = 2(x 2 + 5x + 6) = 2(x + 2)(x 4- 3) bằng 0 khi X = -2 hoặc 

X = -3 . Với X = -2 thì mẫu số X 3 - 4x = -8 + 8 = 0. 

Với X = -3 thì mẫu số X 3 - 4x = -27 + 12*0. 

Vậy phân thức bằng 0 khi và chỉ khi X = -3 . 

Chú ý: Cùng có thể phân tích mẫu số ra thừa số x(x + 2)(x - 2) rồi nhận 

xét với X = -2 thì mẫu số bằng 0, với X = -3 thì mẫu số khác 0. 
b) Đáp số: X = ±1 . 

2. Tử số a 4 -2a 2 + 1-a 2 =(a 2 -l) 2 -a 2 =(a 2 -l + a)(a 2 -1-a). Mầu số 

a 4 -(a 2 +2a + l) = a 4 -(a + l) 2 =(a 2 +a + l)(a 2 -a-l). 

Phân thức bằng a —\ với điều kiện a 2 - a -1 * 0 . 
a +a +1 

3. Phân tích ra thừa số, tử số bàng (a-b)(b-c)(a-c), mẫu số bằng 

(a’-b°)(b’-c>)(a>-=’). 


Phân tích rút gọn thành 


(a + b)(b + c)(c + a) 

4* Cần nhớ lại định nghĩa giá trị tuyệt đối của một số: 

X, X > 0 


vói a, b, c khác nhau. 


1X1 = 


—X, X < 0 

Như vậy khi bỏ dấu giá ừị tuyệt đối của một đa thức, ta thay đa thức 
bằng chính nó hoặc bằng đa thức đối của nó. Đa thức đối của a - b là 
-a + b (hay b - a), đa thức đối của a + b là -a - b (đừng nhầm là a - b). 
Với x<0 thì X-1<0 nên |x-1| = 1 - x; |x 


= -x. 


Do đó 


x-l| + |x| + x l-x-x + x 1 
3 x 2 -4x + 1 (x + l)(3x-l) 1-3 x 


16a 2 - 40ab __ 8a (2a - 5b) _ 2a - 5b 
8a 2 -24ab 8a(a-3b) a-3b 


Chia tử số và mẫu số cho b * 0 ta được 


Chú ỷ: Cũng có thể thay a = -ỉ^b vào phân thức 

c 


2.^-5 2.Ị?-5 
b _ 3 

ị- 3 —-3 


= 5. 


ầỄ: 

ặfbHSGT8- 
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2a -5b 
a -3b 
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6 . Không nên quy đồng mẫu số tất cả các phân thức. Nên cộng hai phản thức 

đầu, rồi lấy kết quả cộng tiếp với phân thức thứ ba. Cuối cùng ta được 
16a 15 

a 16 -b 16 '• 

7. Phân thức bàng 0 khi từ băng 0 và mẫu khác 0. 

Vì từ bằng 2 x 2 + lOx +12 = 2 (x 2 + 5x + 6 ) = 2 (x + 2 )(x + 3) nên tử bằng 0 


khi 



-2 

-3 


Với X = -2 thì mẫu: X 3 - 4x = (-2 ) 3 - 4.(-2) = -8 + 8 = 0 (loại) 


Với X = -3 thì mẫu: X 3 - 4x = (-3) 3 - 4.(-3) = -27 +12 = -15 * 0 
Vậy phân thức bằng 0 khi và chỉ khi X = -3 . 

Chủỷ: cũng có thể phân tích mẫu thành nhân từ x(x + 2)(x -2) ni nhận 
xét với X = -2 thi mẫu bằng 0, với X = -3 thì mẫu khác 0. 

o _,_, . _ . *_4ab + 4b-4a 4b(a + l)-4a 

8. Cộng ba phân thức sau, ta được:-- —= -= —— - -. 

4 - b 4 - b 

Thay b = —vào, ta được 4a ~ 4a = 0. 

Vậy M = a với điều kiện b * ±2; a * -1 

A ,.X „ , VT . (a + x + l) 2 X. . 1 , , . 

9. Rút gọn biêu thức N, ta được -———— roi thay x = - vào écêt quá 

2ax a-1 

Ắ a 3 ; 

ừên. Đáp số: ^ với điều kiện a *■ 0; a * 1 (khi đó các đièu kiện 

X * 0; a + X * 0; a + X * 1 được thỏa mãn). 

10. Cách 1: Cần biến đổi biểu thức p để sừ dụng được điều kiện 
3a 2 + 3b 2 = lOab. 

p. A , , k . 1 u . D a _ (a - b) 2 a 2 + b 2 - 2ab 
Do đỏ ta xét biêu thức: p = -= —z —. 

(a + b) 2 a 2 + b 2 + 2ab 

Từ điều kiện 3a 2 + 3b 2 = lOab, ta suy ra a 2 + b 2 = -^ab. 


Do đó P 2 =^â 


ab - 2 ab ^ ab . 

ỊỌ TE = £ = ĩ (vìab " 0) - 

ab + 2 ab - 7 - ab 
3 3 


Do b >J^ 0 nên a-b< 0 ; a + b> 0 , suy ra p < 0. Vậy p = ~. 
ừ 3a 2 + 3b 2 = lOab, suy ra: 3a 2 - 9ab - ab + 3b 2 = 0 
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c; 3a (a - 3b) - b(a - 3b) = 0 o (a - 3b)(3a - b) = 0 

Trĩờng hợp a - 3b = 0 <=> a = 3b không xảy ra vì 0 < a < b < 3b . 

Trrờng họp 3a - b = 0 o b = 3a , thay vào p, ta có: 

a - b a - 3a -2a 1 ,. 

—- = - —— = —— = do a ■*- 

a - b a 4-3a 4a 2 



11. X(t M 2 , ta được M 2 mà M >0 nên M = i. Giải tương tự như bài 

9 3 


trẻi. 

12. Chí ý ràng nếu X 4- y 4- z = 0 thì X 3 + y 3 + z 3 = 3xyz. 
Thitvậy: x + y + z = 0-=> z = -(x4-y). 


D(đó: X 3 4- y 3 4-z 3 =x 3 4-y 3 -(x + y) 3 =-3x 2 y-3xy 2 = -3xy(x + y) = 3xyz 
(Niận xét này cũng có thề suy ra ngay từ két quả của bài trên) 
x 3 fy 3 4-z 3 -3xyz = (x 4-y 4- z)(x 2 4- y 2 4- z 2 -xy-xz-yz) 

Ảị dụng nhận xét trên, ta có: 


Xĩ ; 1 , 1 , 1 _ n 1 . 1 . 1 o 1 1 1 . 3 

Nél — 4-— 4- — = 0 thì —r 4- - 1 -— 4- = 3 — = 


a 


D(đó: N=^ + íị + 


a 

ab 


a b c abc 


a 


abc abc abc 

~ã r + 1b r + ~ 


3 1 3 3 

a b c 


= abc 

13. ÁI dụng hằng đẳng thức 


= abc.—= 3 với a, b, c * 0 . 
abc 


a 3 fb 3 +c 3 -3abc = (a 4-b 4-c)(a 2 4-b 2 4-c 2 -ab-bc-ac) 


D( a 3 4- b 3 4- c 3 = 3abc nên (a 4- b 4- c) (a 2 4- b 2 4- c 2 - ab - bc - ac) = 0 . Do 
ra 4- b 4- c = 0 

dó 

a 2 4- b 2 4- c 2 - ab - bc - ac = 0 

• Nếu a 4- b 4- c = 0 thì do a, b, c * 0, ta có: 
p a + b b + c a + c_-c -a -b_ p 

b c a b c a 

• Neu a 2 4- b 2 4- c 2 - ab - bc - ac = 0 thỉ ta suy ra: 

\2ẻ 4- 2b 2 4- 2c 2 - 2ab - 2bc - 2ac = 0 <=> (a - b) 2 4- (b - c) 2 4- (a - c) 2 =0 


ỈĐiu này chỉ xảy ra khi a-b=0;b-c = 0;a-c = 0 o a = b = c. Khi 
dỏp=(l + l)(l + l)(l + l) = 8. 


Vý p =-1 hoặc p = 8 . 
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14. Cách 1: (phương pháp hệ số bất định) 

a b a(x +1) 2 +b(x-2) ax 2 4 (2a 4- b)x + (a - 2b) 

x-2 (x + l) 2 (x-2)(x + l) 2 x 3 -3x-2 

a = 1 


Đồng nhất với phân thức 


X* +5 


X 3 -3x-2 


ta có: • 


2a 4- b = 0 
a - 2b - 5 


a = 1 
b = -2 


Vậy: 


x 2 +5 = 1 2 

x 3 -3x-2 x-2 (x + 1) 2 

Cách 2: (phương pháp trị số riêng) 
a b _ a(x + l) 2 +b(x-2) 

x-2 + (x + l) 2_ (x-2)(x + l) 

„2 . c 

Đồng nhất với phân thức 


x*+5 


X 3 -3x -2 
,2 


, ta có với mọi x: 


a(x + l) iỂ 4- b(x-2) = x 2 4-5 (1) 

Với X = -1 thì -3b = 6 => b = -2. 

Với X = 2 thì 9a = 9 => a = 1. 

Chú ý: Mặc dù với X = “1; X = 2 phân thức không có nghĩa nhưng do 
(1) đúng với mọi X nên để xác định a và b ở (1) ta có thể cho X = -1; 
X = 2. 

rvc 10x-4_ 1 3 , 2 

15. Đáp sô: ; = —-—— 4- ——. 

X 3 -4x X X + 2 X -2 


5 _Ị___1_ X 

5 (x - l)(x s - X + l) ~ X - 1 X 2 - X + 1 ' 

111 1 _ __ bc + ac + ab 

- + + - =-—- suy ra 


16. Đáp số: 

17. Từ - + - + - = 


, do đó 


1 u — T — T — — --- auy X a ---— ---, uu uu 

a b c a + b + c abc a + b + c 

(a + b + c)(ab + bc + ac)-abc = 0 (1). Đẻ chứng minh trong 3 số a, b, c 

có hai số đối nhau, ta sẽ chứng minh (a + b)(b + c)(a 4 - c) = 0 . Hãy phân 
tích vế trái của ( 1 ) ra thừa số. 

18. a. Để chứng tò ừong 3 số a, b, c có một số bằng tổng hai số kia, ta sẽ 
chứng minh (a 4 - b - c)(a 4 - c - b)(b 4 - c - a) = 0 .Từ giả thiết, ta có: 

(a 2 4-b 2 -c 2 )c + (b 2 4-c 2 -a 2 )a 4-(c 2 +a 2 -b 2 )b = 2abc . 

Thêm bót 2abc, ta có: 

(a 2 4-b 2 -c 2 4-2ab)c4-(b 2 4-c 2 -a 2 - 2 bc)a 4 -(c 2 +a 2 -b 2 -2ac)b = 0 
o ^a^ỈJ^c)(a4-b~c)c + (b-c4-a)(b-c-a)a4-(c-a4-b)(c-a-b)b = 0 
- c) làm thừa số chung ở vế trái: 
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(a 4 b -c)(c 2 - a 2 4- 2ab -c 2 ) = 0 o (a + b -c)(c 4- a - b)(c -a 4 b) = 0 

Nêu a 4 b - c = 0 thì c = a 4 b. 

Néu c 4 a - b = 0 thì b ='a + c. 

Nếu c - a 4 b = 0 thì a = b 4 c. 
b. Trường họp c = a + b, ta có: 

a 2 4-b 2 -c 2 a 2 + b 2 -a 2 -2ab - b 2 -2ab 


2ab 

b 2 4 c 2 - a 2 


2ab 

b 2 4 a 2 4 2ab 4 b 2 -a 2 


= -l 

2ab 

2b(a 4 b) 


= 1 


2bc 2b (a 4 b) 2b (a 4 b) 

c 2 4a 2 -b 2 _ a 2 4 2ab 4 b 2 4 a 2 -b 2 _ 2a(a + b) _ ^ 


2ac 2a(a + b) 

Tương tự với 2 trường họp còn lại. 

n* „2 


2a(a 4 b) 


2 o 1 

( 1 ) 

2 3 

f 


= X 4- 2.X.— + 

— 

+ — = 

X 4- 

— 

2 

L 2 J 

4 

V 

2 ) 


ố ' 
4-^*0, ta nhân vê trái 
4 


(x 2 4 X 4 l)(x 2 -X 4 l) = (x 2 4l) 2 -X 2 = x 4 4 X 2 4 1. 

20. Đặt — = -^=- = k*0 thì X = ak; y = bk; z = ck . 
a b 


Dođ6: ^ + V +Z ? (a2+ y +cZ) 

(ax + by cz) 2 

__ (a 2 k + b 2 k + c 2 k 2 )(a 2 + b 2 4- c 2 ) k 2 (a 2 + b 2 + c 2 ) 2 

(a 2 k + b 2 k + c 2 k) 2 k 2 (a 2 + b 2 + c 2 ) 2 ~ 

21. Đặt — = — = — = k thì X = ak; y = bk; z = ck . 
a b c 

Khi đó xy + yz + zx = abk 2 + ack 2 + bck 2 = k 2 (ab + ac -I- bc) (4) 

Từ (1) ta có: (a + b + c) 2 = 1 hay a 2 +b 2 +c 2 + 2ab + 2ac + 2bc = 1. 

Do (2) nên 2ab + 2ac 4- 2bc = 0 tức là ab + ac + bc = 0. 

Thay vào (4) được xy + yz + ZX - 0 . 9* 

22 Đăt 2 y + 2z " x = 2z + 2x ’-y = 2x4-2y-z = k 
a b c 

Theo tính chất dãy tỉ số bằng nhau: 

k _ 4z 4- 4x - 2y _ 4x 4- 4y - 2z _ -2y - 2z + X _ 9x 

-a 2a + 2c - a 
9y . 9z 


2b 2c 

Tương tự (do hoán vị vòng quanh) k = 



2c + 2a - b 


; k = 


2a 4- 2b -c 
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Vậy: ——ĩ-= -— 1 —- = -- ị- -. 

2b + 2c - a 2c + 2a - b 2a 4- 2b - c 

23. Vì đẳng thức đúng với mọi X, y nên lần lượt cho X = 1; y = 0 và 
X = 0; y = 1 vào đẳng thức. 

,, 2 2 -1 3 2 -1 4 2 -1 n 2 -1 1.3 2.4 3.5 (n-l)(n+l) 

-r-.-- . n .. . n — n . r, • n ... o 


2 2 * 3 2 4 2 n 2 2 2 * 3 2 4 2 n 2 

1.2.3...(n -l) 3.4.5...n(n + l) _ 1 n + l _n + l 

” 2.3.4..,(n-l)n 2.3.4...n ”n 2 ” 2n 

1 -2 . . 1 /« . 1\2 


25. Xét 1 + - T~ - = n +^ 1 = (n + ■ 

n 2 4-2n n 2 4-2n n(n + 2) 


Đáp số 


26. Xét 1 + 


\ 


1 + -=- 
3 


\ 


■ 1 + 8 


1 + 


15 


1 + 


V 


1 . ^ 2(n 4-1) 

n 4- 2 


n + 2n 


£ 

Đáp sộ: 


2 _ n 2 4- 3n 4- 2 _ (n 4- l)(n 4- 2) 

n 2 + 3n n 2 4- 3n ~ n(n 4- 3) 

\ / r. \ / 


'i + Ịp 

4 


i + ị 

10 


,r..±' 

18 


u 2 A _ 3(n +1) 
n 2 4- 3n J n 4- 3 


\ -LUy y -LO / \ 11 f OI1 J 11 TO 

27. Không thề quy đồng mẫu số các phân số ở vế trái, cần tách mỗi phân số 

7 _ . 1 1 1 

thành hiệu 2 phân sô. Nhận xét: —- — = -—. 

n -1 n (n - l)n 


p . 1 , 1 , 1 

Do đó: —— 4- - 4- —— 4-... 4- 

1.2 2.3 3.4 


(n-l)n 
1 


1 11 11 1 

-— 4- — —— 4- -h ... 4- 

1 2 2 3 3 4 n -1 n 


1_ 1 1 n-1 

n n 


28. Nhận xét 


1 j_ = 2 

2n -1 2n 4-1 . (2n -1) (2n 4-1) 


nx , 1 ,1 ,1 , 1 _ n _ a 

Đặt 4- 4- ' 4-... 4- —- . --— — —-— — s 

1.3 3.5 5.7 (2n -l)(2n 4-1) 2n + l 

Trước hết, tính 2S được -^ êĩi —- . Từ đó suy ra s = n 


2n 4- 1 2n 4- 1 

29. Cần tách mỗi phân số ở vể trái thành hiệu 2 phân số để xuất hiện trong 
biểu thức những số hạng đối nhau. Nhưng đỏ là hiệu 2 phân số nào? 

Hãy xét các hiệu: —-^ 7 --—; ... 

1.2 2.3 2.3 3.4 


0 ® 


(n - l)n n(n 4- 1) 
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Gọi vế trái của đẳng thức cằn chửng minh là s. 
Do 1 1 2 


(n-l)n n(n + l) (n-l)n(n + l) 


nen 


„„ 2 2 2 2 

2S= -^7 + T-=—+ 7TTT + - + 7--T-r— 

1.2.3 2.3.4 3.4.5 (n-l)n(i. +1) 

_1_1 _L_1 _L_1 1 _ỊỊ__ 

1.2 2.3 2.3 3.4 3.4 4.5 (n-l)n n(n + l) 

_ 1 1 _ n 2 + n-2 (n-l)(n + 2) 

2 n(n + l) 2n(n + l)~ 2n(n + l) 

-_ A (n-l)(n + 2) 

Vậy: s = v , / v ' ' . 

4n(n + l) 

30. Phânj tích các mẫu số ra thừa số lần lượt được a(a + 1); (a + l)(a + 2); 
(a + :2)(a + 3); (a + 3)(a + 4); (a + 4)(a + 5). Tách mỗi phân thức thành 
hiệu hai phân thức. 

Á . 115 
a a + 5 a(a + 5) 

n 4 - 2n 3 + 5 n 3 (n-2) + 5 _3 . 5 

n-2 n-2 n-2 

Muốm biêu thức có số trị nguyên thì n - 2 phải là ước số của 5. 

Đáp số: 1; 3; 7. 

32. Đáp sé: -i 

3 

33. X 2 - XV - 2y 2 = 0 <=> X 2 + xy - 2xy + 2y 2 = 0 

xc(x + y)-2y(x + y) = 0 o (x + y)(x - 2y) = 0 

Dc Xí ■+ y * 0 nên X = 2y . Do đó: A = —- = -“ = ị. 

2y + y 3y 3 

34 A 2 _ 9x 2 -I- 4y 2 - I2xy _ 20xy-12xy _ 8xy _ 1 
9x 2 + 4y 2 + 12xy ~~ 20xy + 12xy - 32xy ~~ 4 

Dc 22y<3x<0 => 3x - 2y > 0, 3x 4-2y < 0 => A < 0 .Vậy A = -ỉ. 

2 

35. Tíihi X và V theo z, được X = 2z, y = 3z. Thay các giá trị của X và y vào 


Ibicu thúíỆM và rút gọn được M = - 


Air 


8 _ 

13 
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b) xeị-2; 0; 2} 


36. a) XỂ {-1; 0; 1; 2} 

c) X e {-2; 0; 1; 3} 

d) Đáp số: xe{-13; -9; -7; -3}. 

e) (x + 2):(x 2 + 4) =>(x + 2)(x-2):(x 2 +4) => (x 2 + 4-8):(x 2 + 4) 

=> 8:(x 2 + 4) 

Xét X 2 + 4 bằng 4, bằng 8 rồi thừ lại, ta được X = -2 thỏa mãn bài toán. 

37. Đặt - = k E z, ta có kx 2 + k = 10 nên X 2 = — . 

■ X + 1 k 


Ta phải có — > 0 nên 0 < k £ 10. Ta cỏ bảng sau: 
k 


k 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

2 _ 10-k 

9 

4 

7 

3 

1 

2 

3 

1 

1 

0 

k 



3 

2 


3 

7 

4 

9 


xeQ 

±3 

±2 



±1 



+ỉ 

2 

+ỉ 

.3 

0 


38. Từ a + b + c = 0 suy ra a + b = -c. 

Bình phương hai vế, ta được a 2 + b 2 + 2ab = c 2 nên a 2 + b 2 - c 2 = -2ab. 
Tương tự, b 2 + c 2 - a 2 = -2bc và c 2 + a 2 - b 2 = -2ac. 


_ A ab bc ca 

Dođó:A = —— +—— + 


39. p = 


-2ab -2bc -2ca 
a 3 (b - c) + b 3 (c - a) + c 3 (a - b) 


ỉ-ỉ_ỉ 
2 2 2 


3 

2 


(a - b)*(b - c)(a - c) 

Phân tích từ thành nhân tử được (a - b)(b - c)(a - c)(a + b + c). 


Vậy p = a -I- b + c 

An . 3y-6 , 2x-(x + 6) 

40. A = — +--——■—— = 

y-2 X-6 


3 + 1 = 4 


.2 


AI T ' X 2 y 2 z 2 • X 2 +y 2 + z 
41 . Từ + —— + —— =-- suy ra 

2 3 4 5 

3 2 2 2 1 2 


( 2 

X 


X 

2 "5 


2\ f 
+ 


3 5 


+ 


7-7 


Nên ~r~x + ~r-y +“-z = 0. Do đó x = y = z = 0. 
10 15 20 


42. 


íx’+v 

♦ 

2 0 

y +4 

= 4 => 

( 1 > 

x 2 +-4-2 

l X ) 


l y ) 


l X ; 


„ í 1Y f 1 

.p 


\2 


= 0 


X = — 


y = - 


+ H 

X 2 =1 

y 2 =i 


-2 


= 0 
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Có bôn đáp số: 


X 

1 

1 

-1 

-1 

_ y 

1 

-1 

1 

-1 


43. a) A = 2x 2 +1--2-; X e {-2, 2, 4, 8} 

b) X € {0, 2} 

c) xe{0} 


44. a) A = 772 -+-T +-4-+ +-—-Ĩ- = T 

2 4 6 2 (2n) 2 4 

1 1 1 1 

< — 1 + “—~ + — — ■+■ ... ■+■ —--- 

4^ 1.2 2.3 (n-l)n 


'111 

-|2 + o2 ^ o2 + 2 

1 z o n y 


'_1 

r 1 lì 


1 + --- 

, 4 

V 1 n ) 


1 

< — 
2 


U v o _ 1 . 1 1 11. 1 

b) B — -~TT + —-f ... + —-— < —r-— + —-— + ... 4- —--- 

3 2 5 2 (2n + 1) 2 3 2 -l 5 2 -1 (2n + l) 2 -l 

11 1 
~~ 2.4 + 4.6 2n(2n + 2) 


, 1 

< — 
4 


1 

fi 

1 

1 

1 . 

1 

1 ì 

-1 

(1 

1 'l 

2 

u 

4 

4 

6 

2n 

* 2n + 2 ) 

2 

12 

2n + 2 > 


1 4 J 

45. Nhận xét: —T < — ĩ — = 2 


n 2 ' 4n 2 -l 


_Ỉ___JL_Ì 

2n -1 2n + ly 


Do đó: A < 2 


fi 

1 _ 1 

1 . 

1 1 } 

- 9 

(1 

1 ^ 

u 

5 1 5 

7 

2n-l 2n + l, 


u 

2n +1, 


2 

< — 
3 


46. Ta thấy: < — 3 — - = 

n 3 n 3 -n (n-l)n(n + l) 2 (n-l)n(n + l) 


2 (n-l)n n(n + l) 
Do đó: 

1111 


B<ỉ 

2 


2 _Ị_ 1_1 1 _ 1 

2.3 3.4 + 3.4 4.5 + ■" + (n-l)n n(n + l) 


1 l ì_ 

< 26 ~12 
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§4. Phương trình dạng ax + b = 0 


Các kiến thức cơ bản 



.trình xết trển 'tập A 
g trình 2x 2 -X-‘U0 
pR có thêm nghiệm 


iải phương 




ng0ịntíxlã chơ, 

t&Ẩĩ-ỉpỉ* • Ổ *: • * ĩ' •» 

>5*^ -• ụ í-.y' ' -'1^. vV;. 

,q.jqu ĩtrêỉrtậpSẶ À ềliỉMtập 

ư nhau tròng A (kề- cả trường hợp (1) và (2) 
i)'.’ Chảng hạn: phương trình X 2 -1 - 0 yà 
0 là tương đương trên z*, nhưng không tương 

trình mà không làm thay đoi tập nghiệm của 
ắp biếri đổi htơng đương, phăng hạn các phép 


H 


g trình 21*-*-1 


WẵỉmỀ : ¥t 


g(x) (với f(x 




điều kiện để phép biến đồi trở thành tương 
íc nghiệm cua phương trình hệ quả đế phat 
phải là nghiệm của phương trình ban đầu 
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5. khi giàỉ một phương trình, ta cú thề: 

- Chuyển một hạng từ từ vế nấy sang vế kia và đổi dấu hạng tử đó. 

- Nhân (hoặc chia) cả hai vế với cùng một số khắc 0. 

, Khỉ đỏ phương trình mới tương đương với phương trình đã cho. 

* Ta thây rằng: việc giải phương trình (tìm tắt cả các nghiệm của nó) 
phụ thuộc vào việc qui định ần lấy các giá trị trên tập hợp nào. Trong 
phạm vi lớp 8, khi không có ghi chú gì, thì ta hiểu rằng ta đang giải 
ặ^phương trình trên tập Q cấc sô hữu ti. Trong trường hợp khác, ta sẽ nói 
rõ, thỉ dụ: tìm nghiệm nguyên của phương trình (Giải phương trình trên 
tập hợp Z). 

6, Phương trình bậc nhất một ẩn là phương trình có dạng ax + b = 0 trong 

đó X là ẩn, a và b là các sốđã cho, a *0. 

Khi giải phương trình có hệ số chữ trong mục này ; ta cũng xét các 
phương trình cỏ dạng âx + b = 0 trong đó a = 0. 


Các dạng bài tập cơ bản 

Dậng 1: Giải phương trình. 

Dạng 2: Phương trình chứa ẩn số ở mẫu thức 
Cách giải: 

Bước 1: Đặt điều kiện để phương trình có nghĩa. 

Bước 2: Qui đồng mẫu sỗ, biển đồi đưa về phương trình bậc hai . 

Bước 3: Giái phương trình bậc hai trên. 

Bước 4: So sánh với điều kiện và kết luận nghiệm. ‘ 

Dạng 3ĩ Phương trình có chứa dấu giá trị tuyệt đối 

Nguyên tắc để xét phương trình, bất phương trìhh loại này là phải 





Các ví dụ minh họa 

Dạng I: Giải phương trình 

Ví dụ 1: Giải các phương trình: 

• 4 - 3x ___ X — 3 
2x-- 7x - — 

a.-—£— =-—2-x + 1 (1) 

15 5 

X 3 + x 1Q ~ 7x 

k !-(*-') (2) 

c. j.(l.2- 8 )-ĨỊĨĨ.JL(9xtO,2 )^ ịMụỉã (3) 

10 v ; 4 20 v ' 5 

Giải 

_ 10x-(4-3x) 14x-(x-3) , 

v ; 5.15 . 2.5 

13x-4 13x + 3 , 13x-4 13x + 3-10x + 10 

o ———-=--- X 4-1 o--=-—-- 

75 10 75 10 

9.03 

o 2(l3x -!4) = 15(3x +13) o X = 

, _ 8x-2x + 3 + x 13x-10 , ,v 

b - (2)0-= -( x -l) 

_ 7x + 3 7x-4 đ Q v ..X _ 25 

8 6 7 

7,2-6x-5(54-7x) 9x + 0,2 4(12,5x4-4,5) 
c ’ * 20 " 20 20 


o -41x -17,8 = -41x -17,8 o O.X = 0. 

Phương trình có nghiệm X tùy ý. - 

Vỉdụ2: Giải phương trình: ---- + -I- - 

r 65 63 61 59 

Giải 


Nhận xét rằng: trong các phân thức trên nếu cộng từ thức với mẫu số thì 
các từ thức đều ừở thành X 4- 66, cho nên ta cộng 1 vào cả bốn phân 


thức: 


f X 4-1 


65 


+ 1 + 


x + 3 

"ÕT 


+ 1 


X + 5 
61 


+ 1 


x + 7 


59 


+ 1 


X + 66 X + 66 X + 66 X + 66 


65 


63 


61 


+ ——— o (x + 66) 


59 


r 1 


1 -i- =0 



3. --3r*0 nên X + 66 = 0 

61 59 


,65 63 61 59 

X = -66. 
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Vỉ dụ 3: Giải các phương trình: 

x-5 x-4 x-3 x-100 x-101 


a. 


+ 


4- 


+ 


+ 


X -102 


100 101 102 


, 29'X 27-x 25-x 23-X 21-x 

b. — - —4-— - — 4-—- -4-—-—4- -- = -5. 


21 


23 


25 


27 29 

Giải 

a. Trừ 1 vào mỗi phân thức, ta được: 

x-105 x-105 x-105 x-105 x-105 x-105 

100 101 102 5 4 3 


00 + 101 + 102 5 

(x -105)í-ỉ-4--^—4--Ỉ--Ì-Ì-ÌÌ 
v ; U00 101 102 5 4 3y 


= 0 <=> X = 105. 


1 + —r + —- 

Uoo 101 102 

b. Cộng 1 vào moi phân thức ở vê trái, cộng 5 vào vê phải, ta được: 


(50 - x) 


í 1 

__ J 

1 

L _ 4» 

1 

1 

4- - — J 

1) 

Ui 

r 1 

23 

25 

1 n 

27 

h 29, 


= 0. Vậy X = 50. 


Cách giải: 

Bước 1: Đặt điểu kiệu để phương trình có nghĩa. 

Bước 2: Qui đồng mẩu so, biến đoi đưa về phương trình bậc hai. 

Bước 3: Giải phương trình bậc hai trên. 

Bước 4: So sánh với điều kiện và kết luận nghiệm. 

Ví dụ 1: Giải phương trình: x 4- — - x - = -—— (1) 

F 6 2(x - 3) 2(x 4-1) (x + l)(x-3) 

Giải 

1. Điều kiện để các mẫu thức khác 0:x-3*0=>x*3;x4-l*0=>x*-l 

2. Mẫu thức chung: 2(x 4- l)(x - 3) 

Quy đồng mẫu thức và rút gọn ta đưa về phương trình: 2x(x - 3) = 0 (2) 

Phương trình (2) có 2 nghiệm x l = 0, x 2 = 3 

So với điều kiện để các mẫu thức khác 0 thì nghiệm x 2 = 3 bị loại. 

Vậy phương trình (1) có nghiệm x = 0. 

Ví dụ 2: Với giá trị nào của các biến thì các biểu thức sau đây vô nghĩa: 

T (1) 


X-2 x-3 


X 

Giải: 


a. Để biểu thức vô nghĩa, ta phải có: X - 2 = 0; X - 3 = 0; hoặc X = 0. 

_ u: x J_x(x-2)(x-3)(3x 2 -1) 

Rứt gọn biêu thức (1) vê dạng —- - - - - - 

• * -2x - 6 


Phải c^lịiêm điều kiện -2x- 6 = 0=>x = -3 

Ị của biến làm cho biểu thức vô nghĩa là: -3;0;2;3 

































Ví dụ 3: Giải phương trinh: 2 X ""A" õ + n 2 * Q = 0 „ 2 2x õ (!) 

2x 2 - 5x + 2 2x 2 -7x + 3 2 x 2 -7x + 3 

ơ/ả/ 

Thực hiện các phép biến đổi tưcmg đương, ta đưa (1) về dạng: 

X 4- 4 X + 4 


2x 2 -5x + 2 2x 2 -7x4-3 

(x4-4)(l-2x) 


= 0 o(x4-4) 


_! __L_ =0 

2x 2 - 5x + 2 2x 2 - 7x + 3 J 


<=> 


. n o _ —-=0o(x44)(l-2x) = 0ox = -4 hoặc x=- 

(2x 2 -5x + 2)(2x 2 -7x4-3) 1 M ' 2 


Thử vào mẫu thức: 


Với X = 4 thì 2x 2 - 5x + 2 = 0 
2 

Với X = -4 thì (2x 2 - 5x + 2)(2x 2 - 7x + 3) * 0 

Ket luận: phương trình (1) đã cho có nghiệm duy nhất là X = -4 

Ví dụ 4: Giải phương ưình: - X 4- ^4 = 7 -tẲ-- 7 (1) 

X-2 X-4 ■ (x-2)(4-x) 


Giải 

Điều kiện xác định của phương trình là X * 2, X * 4. 

Biến đồi phương ưình (1): (x - l)(x - 4) 4- (x + 3)(x - 2) = -2. 


Thu gọn phương trình, ta được 2x (x - 2) = 0 


Nghiệm của (2) là x ỉ = 0;x 2 = 2. 

x l = 0 thỏa mãn điều kiện xác định x 2 = 2 không thỏa mãn điều kiện xác 
định. 

Kết luận: s = {0}. 

Ví dụ 5ĩ Giải phương trình: 

11 1 _ 3 

X 2 4-5x4-4 X 2 4-11x4-28 X 2 4-17x4-70 ~ 4x-2 


Giải: 


Điều kiện xểỊ-10;-7;-4;-1;-Ì| 

Với điều kiện trên thì phương ứình đã cho tương đương với 
1 1 1 ~ 3 

(x + l)(x4-4) (x4-4)(x4-7) (x4-7)(x + 10) ~ 4x-2 

1 



1 > 

1 

4- — 

3 

ị 1 

1 > 

1 

í 1 

4 ^ 

3 

X + 4 J 

,x + 4 

X 4- 7 J 

3 

7X4-7 

X 4- 10 ) 

4x -2 
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1 

f 

1 

1 'Ị 

3 

3 

K X 

+ 1 

X + 10, 

1 

* 

1 

to 


o X 2 + 7x + 12 = 0 o X = -3 hoặc X = -4 . So sánh với điêu kiện ta có 
phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = -3 . 

Ví dụ 6: Giải phương trình——Ị -- - ——r-— = — — r- 7 - ——Ậ r 

F 2008x + 1 2009x + 2 201ŨX + 4 2011X + 5 

Giải 

Điều kiện X g i ~ ~~ >~ ~r rl 

1 2008 2009 2010 2011 J 

Với điều kiện trên, phương trình đã cho tương đương với 

1 11 1 

2008x + 1 2011X + 5 _ 2009x + 2 2010x + 4 

4019X + 6 _ 4019X + 6 ^, niQvi ,_ n 

<=> T--— ĩ——-- = -—— -- <=> 4019x 4-6 = 0 


Hoặc: 


(2008x + l)(2011x 4 - 5) (2009x 4 - 2)(2010x 4 - 4) 

1 __ 1 
(2008x 4 - l)(2011x + 5) ' (2009x 4 - 2)(2010x 4 - 4) 

<=> 4019x 4 - 6 = 0 hoặc 

(2008x 4 - l)(2011x + 5) -(2009x + 2)(2010x + 4) = 0 

6 


<=> 4019x + 6 = 0 hoặc 2x 2 4 5x 4 3 = 0 o 


X = - 


4019 


x = —1 
3 

X = 

2 


Ket luận: phương ừình đã cho có ba nghiệm: X = - 
Vi dụ 7:: Giải phương trình: * 


+ 


3x 2 -5x + 2 3x 2 + X + 2 

Giải: 


6 3 

- —— ; X = -l;x = 
4019 2 

= 6 


Điều kiện xểỊiị^Ị. Với điều kiện trên phương trình đã cho tương 

đương với 2x(3x 2 + X + 2) + 13x(3x 2 - 5x + 2) = 6(3x 2 -5x4- 2)(3x 2 + X + 2) 
» 54x 4 -117x 3 + 105x 2 - 78x + 24 = 0 o (2x - l)(3x - 4)(9x 2 - 3x + 6) = 0 

, . 1 4 

Kêt luận: phương trình đã cho có hai nghiệm: x = 7 -và X = “. 

2 3 

Vi dụ Sri Gỉắ^phương trình: — r — \ - 7 + - 0 -7 -7 = — 

* F 3x 2 -4x + 1 3x 2 + 2x +1 X 
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Giải: 


Điều kiện X * 0,x * 1 và X * ỉ 

3 

Biến đổi phương trình đã cho thành: 


13 


3x - 4 + — 3x + 2 + — 
X x 


= 6 . 


Đặt 3x + — - 4 = t, phương trình trên ưở thành 

X 

- + -^- = 6 <r>2t 2 +7t-4 = 0ot = ị hoặc t = -4. 
t t + 6 2 

* Vói t = ị, ta có 3x+--4 = ^<=> 6x 2 -9x + 2 = 0ox = 9 

2 X 2 12 

* Với t = -4, ta có: 3x + — - 4 = -4 o 3x 2 +1 = 0 

X 

Phương trình này không có nghiệm thực. 

, . 4 1 

Kêt luận: phương trình cỏ hai nghiệm X = và x = ■“. 

3 2 

Vỉ dụ 9 . Giải phương ưình: ■ - ■ = — 8 

F & l-4x 4x +1 16x 2 -1 

Giải: 

Điều kiện xác định của phương trình là X * ± —. 

4 

Với điều kiện đó, phương trình tương đương với: 

3(4x + l) = 2(l-4x)4-(8 + 6x) o 14x = 7 o x = ỉ. Giá trị này thỏa 

mãn điều kiện. Vậy phương trình có duy nhất nghiệm X = ỉ. 

2 

Ví dụ 10. Giải phương trình: - + ■—- - = —— - -— 

5x-l 3-5x (l-5x)(5x-3) 

Giải: 

Điều kiện xác định là X * x * ^. Vói điều kiện đỏ, ta có phương trinh 

5 5 

tương đương: 3(3-5x) + 2(5x-l) = 4 o 9- 15x4-lOx-2-4 = 0 

3 3 , 

o-5x + 3 = 0ox=^. Giá trị x = ^ không thỏa măn điêu kiện của 

5 5 

nhươn g tàn h. Do đó, phương trình đã cho vô nghiệm. 

u 
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Dạng 3 Phương trình có chứa dấu giá trị tuyệt đối 

ĩguyên tắc để xét phương trình, bất phương trình loại này là phải 
hừ được dấu giả trị tuyệt đối. 

Cách gi ỉ: 

Bướ 1: Đặt điều kiện đê phương trình có nghĩa. 

Bướ 2: Khừ dắu giá trị tuyệt đối, biến đổi đưa về phương trình bậc nhất 
hoặị.pihương trình bậc hai. 

Bướ 3: Giải phương trình bậc nhắt hoặc phương trình bậc hai trên. 

Bướ 4: So sánh với điều kiện và kết luận nghiệm 
Ở dơ các bạn cần lưu ỷ các phép biến đổi cơ bản: 

l) \è= b o 2) |a| = |b| <=> a = ±b 

1 [a = ±b 

Vỉ dụ /.-Chứng minh rằng các phương trình sau đây có vô số nghiệm số: 
a. 3x -1) - 2x = X - 3 b. |x| = x 


Giải 

a. Ta ben đổi đồng nhất vá trái của phương trình được: 

3 (x -1) - 2x = 3x - 3 - 2x = X - 3 

Hai 'ế của phương trình là hai biểu thức bằng nhau với mọi giá trị của X 
(cùn; Là X - 3), phương trình được nghiệm với mọi giá trị của X. 

{ X, X > 0 

-x,x < 0 

Phưcng trình |x| = X được nghiệm với mọi giá trị X £ 0. 

* Ha phương trình trên đây đều có vô số nghiệm, nhưng tập hợp nghiệm 
khác nhau. Ta nói: 

Phưmg trình 3(x -1) - 2x = X - 3 có nghiệm là X tùy ý (mọi x) 

Phưmg trình |x| = xcó nghiệm là X tùy ý >0 (mọi x>0) 

Vỉ dụ 2: Giải phương trình: 2|x| - |x +1| = 2 

Giải 


Ta c«: 


x(x >0) 
-x(x <0) 


và 



x + l(x£-l) 
-x-l(x<-l) 


Ta líp ỉbảng sau: 


X 

—00 

-1 0 

+00 

2|x 

-2x 

-2x 

2x 

|x 4l| 

-(x + l) 

x+ 1 

x+ 1 

2k-M*l| 

-2x + (x +1) 

-2x-(x + l) 

2x-(x + l) 
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-2x + x + l(x<-l) 


Do đó, ta viết được: 2|x| -|x +1| = 


-2x - X - 1 (-1 ^ X < 0) 
2x-x-l(x ^o) 


Ta phải giải các phương trình trong từng khoảng như sau: 

1. Với X<-1: -2x + x + l = 2ox = -l (loại) 

2. Với -1 <; X < 0: -2x - X -1 = 2 o X = -1 

3. Với X £ 0: 2x-x-l = 2ox = 3 

Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm là -1 và 3. 

Vi dụ 3: Giải phương trình: |x -I-1| + 3|x -1| = X + 2 + |x| + 2|x - 2| 

(Đề thi chọn học sinh giỏi cấp //- Toàn quốc - 1979) 


Giải 

Các nhị thức trong dấu giá trị tuyệt đối có nghiệm là -1,1,0,2. Do đó ta xét 
phương trình trong các khoảng: X < -1;-1 ^ X < 0; 0 ^ X < 1; 1 £ X < 2; x £ 2 


Với X<-1 thì:|x + l| = -(x + l);|x-l|=-(x-l);|x|=-x;|x-2| = -(x-2) 


Và ta có phương trình-(x +1) - 3(x -1) = X + 2 - x - 2 (x - 2) o X = -2 


Với -1 < X < 0, có phương trình: 

(x + l)-3(x-l) = x + 2-x-2(x-2) o0x = 2 (vô nghiệm) 


Với 0 < X < 1, cỏ phương trình: X + 1 - 3(x-l) = x + 2 + x- 2(x - 2) 
« X = -1 (loại). 

Với 1 < X < 2, cỏ phương trình: X + 1 + 3(x + 1) = X + 2 +x - 2(x - 2) 
<=> X = 2 (loại). 

Với X > 2, có phương trình: X + 1 + 3(x -l) = x + 2 + x + 2(x - 2) 
o0x = 0 

Đáp số: X = -2 hoặc X > 2. 

Vỉ dụ 4: Giải phương trình: X + ^ a ỉ x + . a l = — 

X X 


Giải 

Phương trình đã cho tương đương với X 2 + 2a |x + a| - a 2 = 0 với X * 0. 
[x + a (x^-a) 

x + a /" Á 

-(x + a) (x<-a) 


1 . Với X < -a : X 2 - 2a (x + a) - a 2 = 0 với X * 0. 

LX-3a 2 =0 o(x + a)(x-3a) = 0 với X *0. 


.0V 
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X - 3a < -a <=> X = 3a với a < 0. 

2. 'ới X > - a: X 2 + 2a(x + a) - a 2 = 0 với X * 0 <=> X 2 + 2ax + a 2 = 0 
<=>x + a) 2 = 0<=>x=-a 
Tón lại: a = 0: Vô nghiệm 
a > 0: một nghiệm x = -a. 
a < 0: hai nghiệm x l = -a và x 2 = 3a. 

Ví dụ 5 Giải phương trình: |x - 3| + |x + 2| = 7 

Giải: 

a) Troig khoảng X < -2, phương trình có dạng:3-x-x-2 = 7 <=> X = -3 
(thiục khoảng đang xét). 

b) Troig khoảng -2 < X < 3, phương trình có dạng:3-x + x + 2 = 7<=>0x- 2 
(vô Ìghiệm). 

c) Troig khoảng X >3, phương trình có dạng: x-3 + x + 2 = 7 <=> X = 4 
(thu)c khoảng đang xét). 

Vậ) phương trình có nghiệm x l = -3; x 2 = 4 . 

Vi dụ 6 Giài phương trình: |x-4| + |x-9| = 5 

Giải: 

Cách 1. a) Trong khoảng X < 4, phương trình có dạng: 4-x + 9- x = 5ox = 4, 
khôig thuộc khoảng đang xét. 

b) Tron' khoảng 4 <x <9, phương trình có dạng: x-4 + 9-x = 5o0x = 0, 
nghệm đúng vói mọi x thuộc khoảng đang xét, tức là 4 < x < 9. 

c) Trorg khoảng x>9, phương trình có dạng: x-4 + x-9 = 5ox=9, 
khôig thuộc khoảng đang xét. 

Vậy nghiệm của phương trình là 4 < x < 9. 

Cách 2. Viết phương trình dưới dạng |x - 4| +19 - x| = 5 . 

Chúý rằng I A| £ A nên |x-4| + |9-x|^x-4 + 9- x = 5. 

Xảy ra đẳng thức khi và chỉ khi x - 4 ^ 0 và 9 - x > 0, tức là 4 < X ^ 9. 
Vậy nghiệm của phương trình đã cho là 4 ^ X ^ 9. 

Dạng 4: Phương trình có chứa tham số 

Vi dụ 1. Giải phương trình sau, với a là hằng (ta còn gọi a là tham số): 

a(ax +1) = x(a + 2) + 2. 

Giải: 

Biếr đồi phương trình đă cho thành: a 2 x - ax - 2x = 2 - a 
o >.(a 2 -2) = 2-ao(a + l)(a-2)x = 2-a (1). 

KyrêiểsTả tập nghiệm của phương ừình đã cho, ta cỏ: 
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Nếu a * -l,a * 2 thì s = 


a + 1 


Nếu a = -1 thì (1) có dạng Ox = 3, vô nghiệm, s = 0 . 

Nếu a = 2 thì (1) có dạng Ox = 0, phương trình nghiệm đúng với mọi X, 

s = R. 

X -a X + 3 


Ví dụ 2: Giải phương trinh với a là tham sô: 


-2 ( 1 ) 


Giải: 


Điều kiện xác định của phương trình: a * 0. 


Biến đổi phương trình: (1) o a(x - a) = 3(x + 3) - 6a 

oax-a 2 = 3x + 9-6a<=>ax-3x = a 2 -6a + 9 o (a-3)x = (a -3)\ (2). 

Nếu a Ỷ 3, phương trình có nghiệm X = a - 3. 

Nếu a = 3 thì (2) có dạng: Ox = 0, mọi X đều là nghiệm. 

Kết luận: 

Nếu a Ỷ 0 và a Ỷ 3 thì (1) có một nghiệm: X = a - 3. 

Nếu a = 3 thì (1) nghiệm đúng với mọi X. 

Nếu a = 0 thì (1) vô nghiệm. 

Vi dụ 3: Chứng minh rằng tồn tại các hằng số a, b, c để phương trình sau có 

* 1 _x-ab x-ac x-bc ,, /n 

vô sô nghiệm: —— 7 “ + —-- + —— = a + b + c (1) 


a + b 


a + c 


b + c 


«<* 


í x-ab cìl 

í x_ac bìi 

í x ' bc 

l a + b J 


l b + c ) 


= 0 


X - ab - ac - bc X - ac - ab - bc X - bc - ab - ac - 
<=>-———-+-———-+-———-= 0 


a + b 


o (x - ab - bc - ca) 




a + c 
1 1 


-_ + - + - 

a+b a+c b+c 

1 . 1 
+ 


b + c 
= 0 


(1) có vô số nghiệm o —í— + 1 - + 1 = 0. (2) 

a + b a + c b + c 

Chẳng hạn ta chọn a = 1, b = 1. Để (2) xảy ra ta chọn c sao cho: 
111^21 


ị + —^ = 0 <=> 

2 1+c 1+c 


a + b 

,y 

-Ì- = -l oc= -5. 
1 + c 2 


Như vậy (1) có vô số nghiệm, chẳng hạn khi a = 1, b = 1, c = -5. 

(a và b là hằng). 


Vi dụ 4: Giải phương trình: -—- + x ^ 


a + b a-b b 2 - ai 4 


Giềi: 

Điều ỉâfịHxác định của phương trình: a * ±b. 

A 0V 
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( 1 ) 


Biến đổi phương trình: (x -a)(a - b) + (x - b)(a + b) = -2ab 
oax-bx- a 2 + ab + ax + bx - ab - b 2 = -2ab 
<=> 2ax = a 2 + b 2 - 2ab <=> 2ax = (a - b) 2 

Nếu a -ị 0 thì X = -—-——. 

2a 

Neu a = 0 thì (1) có dạng Ox = b 2 . Do a Ỷ b nên b Ỷ 0, phương trình vô 
nghiệm. 

Kết luận: Neu a * 0,a * ±b thì s = « — k) » 

2a 

Còn lại, s = 0. 

Vỉ dụ 5: Giải và biện luận phương trình: (m 2 - 9) x = m 2 + 3m (m là tham số) 

Giải 

1. Với m 2 - 9 * 0 tức m * ±3: phương trình có nghiệm duy nhất: 

m 2 + 3m m 

x= T— ■ - 

m 2 -9 m-3 

2. a. Với m = 3, phương trình có dạng o.x = 18 (vô nghiệm) 

b. Với m = -3 phương trình có dạng: o.x = 0 (thỏa mãn với mọi x). 

Ví dụ 6: Giải và biện luận phương trình: — - X = 0(*), m là tham số. 


(*)o 


mx -8-0 (1) 

X - 2m * 0 (2) 

8 

a. m*0thì(l)cho X = — 

m 

Thay vào (2): — -2m * 0 o 4 ~ m 
m m 


* 0 o m * ±2 
8 


Vậy phương trình (*) đã cho có nghiệm X = —- , khi m * 0, m * ±2 


m 


b. m = 0 hoặc m = ±2 phương trình vô nghiệm. 
Ví dãi 7: Giải phương trình: 6 k~t 7a _ = 1 


ax 


6b 2b 2 b 2 -ab 
Với những điều kiện nào thì phương trình có nghiệm số? 

(Đề thi chọn học sinh giỏi cấp 2 - miền Bắc -1966) 
Giải 

- Điều ki|n có nghĩa của phương trình b * 0,a * b 
c chung: 6b 2 (b-a) 















- Đưa phương trình về dạng: 3a(3a - b)x = 7ab(a - b) 

Với điều kiện a* 0 và a * ị thì phương trình có nghiệm: X = —— - 

3 F B 3(3a-b) 

Vi dụ 8: Giải và biện luận phương trình: - ax --y + - —— = a ^ x + — 

x-l x + l X - 1 

Giải 

Điều kiện X * ±1. Đưa phương ừình về dạng: (a + b - l)x = a + b+1 

a. Với a + b = 1 phương trình vô nghiệm. 

b. Với a + b* 1: X = a - " ~ — — . So sánh với điều kiện X * ±1 


a + b +1 


a + b-1 
luôn * 1 vì a+b+l*a+b-l 


a + b-l 

a + b +1 . / . V . 

-;—;^-loa + b + U- a + b-1 oa + b^ 0 

a + b-1 v ' 

Ket quả cuối cùng: 

- Nếu a + b* 1 và a + b * 0 thì phương trình có nghiệm X = 

- Nếu a + b = 1 hoặc a + b = 0 thì phương trình vô nghiệm. 

b 2 X 2 

Ví dụ 9: Giải phương trình: X - a 2 x 


a + t+1 
a + fc-1 


b 2 -X 2 X 2 -b 2 

(Đề thi học sinh giỏi miền Bắc - 1975) 
Giải 

Điều kiện X * ±b, Tiến hành các phép biến đồi đưa phương tình về 
dạng:(x 2 -b 2 )|^(l-a)-(l-a 2 )xj = 0 (1). Với X*±b thì: 

(l) o (l - a)(l + a)x = 1 - a 

* Nếu a = 1 thì o.x = 0. Phương trình có nghiệm là mọi x * ±b. 

* Nếu a = -1 thì o.x = 2: phương trình vô nghiệm. 

* Nếu a * ±1: phương trình có nghiệm x = —— với điều kiện—!—* ±b. 

1 + a 1 + a 

Ví dụ 10: Giải và biện luận phương trình: —— 

x + 2 + m x 4- 2 - m 

Giải 

Điều kiện: X * ±m - 2. Phương ừình có dạng: (m -1) X = 2 

* Với m * 1: thì X =—— . 


Phải so sánh giá trị 


m -1 
2 


40 


c 


m-1 


với m - 2 và -m - 2 
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Gii sử 


m- 1 


m - 1 


= m- 2o(m-2)(m-l) = 2om 2 - 3m 4 2 = 2 <=> 


-m - 2 <=> (-m -2)Ịm-l) = 2o -m 2 - m + 2 = 2 o 


m = 0 
m = 3 
m = 0 
m = -1 


* n = 1 thì phương trình vô nghiệm. 

Ké luận: 

- ''ới m * 0, m * - 1 vàm * 3 thì phương trình có nghiệm X = 


m -1 


- 'Với m = 0 hoặc m = - 1 hoặc m = 3 thì phương trình vô nghiệm. 

Vi dụ J : Giải phương trình với các tham số a, b, c: 

: - a X - b X - c n 
a. ^—^4 —-4 —^ = 3; 

I 4 c c 4 a a+b 


, ia 4 b 4 c - 3x a 4 2b 4 c - 3x a 4 b 4 2c - 3x 

b. -—-4---4--= 6 - 


9x 


a 


a 4 b 4 c 


Giải 


a. Trừ vào mỗi phân thức ở vế trái, trừ 3 vào vế phải: 
x-a-b-c x-b-c-a x-c-a-b 


b 4 c 


4 


4 


a 4 c 


a 4 b 


= 0 


c=> X-a-~b-c) 


111 
--+--I-— 

b 4 c a 4 c a 4 b 


= 0 . 


Nếi A = — — 4 — — 4 —— * 0, phương trình có một nghiệm X = a 4 b 4 c. 
b4c a+c a4b 

Nếi A = 0, phương trình có tập nghiệm là R. 
b. Trừ vào mỗi phân thức ở vế trái, trừ 3 vào vế phải rồi rút gọn được: 
anb + c-3x a + b + c-3x a + b + c-3x 3(a4b4c)-9x 

-_-H-—-4--—- = —------ 

a 4 b 4 c 


—-4---4- 

a b c 

_ „ , . _ 1 Ầ 1 1 3 

oa + b + c-3x — 4 -- 4 —--- 

u b c a 4 b 4 c 

_111 3 , X 4 , 


= 0 . 


Đ)ặi - + f 

■ a b c a+b+c 
pihiơng trình có vô số nghiệm. 


= A, nếu A Ỷ 0 thì X = 


a 4 b 4C 


, nếu A = 0 thì 


Ví dụi 2 : Giải phương trình với các tham sốa, b: — 4 ỉ 4 — = -i- 

abxa4b4x 


Giải: 


Đ)iéi kiện có nghĩa của phương trình: a * 0;b * 0;x * 0;x * -a - b. 
Bỉiéi đồi phương trình 

0 


ẠỂs 
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a + b 


a + b 


a + b 


o 


<£>(x + a)(x + b) = 0 o 


(l)cs 1 ì _ 

' a + b + x X ab -x(a + b + x) ab 

Nếu a + b = 0 thì (1) có vô số nghiệm: X bất kì khác 0. 

Nếu a + b Ỷ 0 thì: -X (a + b + x) = ab o ab + ax + bx + X 2 = 0 

X = -a 
X = -b 

Đề -a thỏa mãn điều kiện có nghĩa của phương trình, ta phải có: 

-a * 0 (a * 0 X ... , , 

,<=><, Các điêu kiện này đã có. 

-a*-a-b Ịb * 0 J 

Để -b thỏa mãn điều kiện có nghĩa cùa phương trình, tương tự ta phải có: 
a * 0,b * 0. 

Kết luận: 

Nếu a * 0,b * 0; a + b = 0 thì (1) có vô số nghiệm: X bất kì khác 0 
Nếu a * 0,b * 0; a + b Ỷ 0 thì (1) có nghiệm X = -a và X = -b. 

X + a x-3 


Ví dụ 13: Giải phương trình: 


+ 


= 2 (a là hằng). 


x+3 x-a 
Giải: 

Điều kiện có nghĩa của phương trình là X * -3, X * a. (1) 

Biến đổi phương trình: (x + a)(x - a) + (x - 3)(x + 3) = 2(x + 3)(x - a). 

Thu gọn phương trình, ta được: 2(a - 3) X = (a - 3) 2 . (2) 

, a _3 

a. Nếu a Ỷ 3 thi X Giá trị này là nghiệm của phương trình đã cho 

2 

nếu: * -3 (3) và — ^- * a (4). Giải điều kiện (3), ta được a* —3. 

2 2 

Giải điều kiện (4), ta cũng được a * -3. 

Ấ a _3 

Vậy nêu a * ±3 thi X = —— là nghiệm của phương trinh đã cho. 

2 

b. Nếu a = 3 thì (2) có dạng Ox = 0, nghiệm đúng với mọi X thỏa mín điều 
kiện (1), tức là X * -3 và X * a (do a = 3 nên điều kiện này là X * \ ).. 

Kết luận: 


Nếu a * ±3 thi s = 


a-3 


Nếu a - 3 thi s = {x IX * ±3} 
Nếu a = -3 thì s = 0 . 
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Dạng5: Phương trình bậc cao 

Đi giải các phương trình bậc cao, thông thường người ta sẽ sử dụng một 
trng các phương pháp sau 

1. °hương pháp đưa vê dạng tích. Đê sử dụng được phương pháp này, 
cá bạn cần luyện lại phương pháp phân tích đa thức thành tích của các 
th:a số. Nhiều trường hợp đòi hỏi các bạn phải biết cách thêm, bớt các 
sốhạng cần thiết để đạt được mục đích. 

2. 1 hương pháp đật ân số phụ. 

I. Phtơng pháp đưa về dạng tích. 

Vỉ dụi: Giải phương trình: (x 3 -x 2 )-4x 2 + 8x-4 = 0. 

Giải 

X-X 2 -4x 2 + 8x-4 = 0 


<=x 2 (x-l)-4(x-l) 2 = 0o(x-1)Ịx 2 -4x + 4) = 0 

X = 1 

X = 2 


(x - l)(x - 2) 2 = 0 


Vidụì: Giải phương trình: 
a.x(2x-7)-(4x-14) = 0; 


b. 2x 3 + 3x 2 + 2x + 3 = 0. 

Giải 


a. x(ix-7)-(4x-14) = 0 

C: X (2x - 7) - 2 (2x - 7) = 0 o (2x - 7)(x - 2) = 0 o 


x = 2 
7 

x = — 
2 


b. 2x 3 f 3x 2 + 2x + 3 = 0 <x> X 2 (2x + 3) + (2x + 3) = 0 o (2x + 3)(x 2 +1) = 0 


c2x + 3 = 0ox = -7 

2 

Ví dụi: Giải phương trình: X 4 - 4x 2 + 12x -9 = 0. 

Giải: 

vết phương trình dưới dạng: X 4 - (2x - 3) 2 = 0 

X 2 + 2x-3 = 0 


X 2 - 2x + 3 = 0 


cr [x 2 + 2x-3][x 2 -2x + 3] = 0<=> 

Ví dụi: Già^phương trình:(2x + l)(x-3)(x + 7) = 0 

c 


<=> 


X = 1 
X = -3 


0 
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Giải 


(2x + l)(x-3)(x + 7) = 0o 


2x + l = 0ox = ~ 

2 

x-3 = 0ox = 3 
x + 7 = 0ox = -7 


Vậy phương trình đã cho có các nghiệm: X = “, X =3, X = -7 

2 

Ví dụ 5: Giải phương trình: X 2 - 4x + 3 = 0 

Giải 


X 2 -4x + 3 = 0o(x-l)(x-3) = 0o 


X-1 = 0»X = 1 
X-3 = 0 o x = 3 

Vậy phương ừình đã cho có các nghiệm: X = 1, X = 3 . 

Vỉ dụ 6: Giải phương trình: X 4 + 2x 3 + 5x 2 + 4x -12 = 0 

Giải 

Phân tích thành nhân từ, ta được: 

x 4 + 2x 3 + 5x 2 + 4x -12 = 0 o (x + 2)(x - l)(x 2 + X + 6) = 0 


o 


X 1 = -2 2 


L x 2 =1 


; X + X + 6 = 


ìY 
x + - 
2 


+ 5—*0 với mọi X. 
4 


Vậy phương trình đã cho có các nghiệm: x l = -2;x 2 = 1 
2. Phương pháp đặt ẩn số phụ 
Vỉ dụ 1: Giải phương trình: X 4 - 4x 3 + 8x - 5 = 0 

Giải: 

x 4 -4x 3 +8x-5 = 0o(x 4 -4x 3 + 4x 2 )-4x 2 + 8x-5 = 0. 

o (x 2 -2x) 2 - 4(x 2 - 2x) -5 = 0. Đặt X 2 -2x = t. Phương trình đã cho 

trở thành: t 2 - 4t - 5 = 0. Giải phương trinh này ta có t| = -1; t 2 = 5. 

Khi ti = -1, ta có X 2 - 2x = -1 <=> X 2 - 2x +1 = 0 <=> X = 1 . 

Khi Xi = 5, ta có X 2 - 2x = 5 <=> X 2 - 2x - 5 = 0 o x 12 =1± Vẽ . 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm Xj 2 = 1 ± Võ, X = 1. 

Vỉ dụ 2: Giải phương trình: 2x 4 - 5x 3 + 6x 2 - 5x + 2 = 0 . 

Giải: 

Đâ^à^flílrơng ừình dạng: ax 4 -I- bx 3 + cx 2 + bx + a = 0 (a * o) 

À r 
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Ta thấy: X = 0 không phải là nghiệm nên chia hai vế cho X 2 ta có phương 
triih tương đương: 2x 2 - 5x + 6 - 5.— + 2.-^- =0 

X X 

+ 6 = 0. Đặt X = X + — (điều kiện: |x| >2). 

X 


cx 2 


X 2 + 


x 2 y 


1 

X + — 
X 


Tacó phương trình tương đương: 

2(< 2 -2)-õX + 6 = 0 o 2X 2 -5X + 2 = 0 o 


X = 2 

X=I 


, , 1 

D( X > 2 nên chỉ lày giá trị X = 2 o X + — = 2 <=> X = 1. 

X 

Clú ý: Phương trình trên cũng có thể đưa ve dạng tích. 

Vi dụ ?: Giải phương trình: (x + 3) 4 + (x + 5) 4 = 2. 

Giải: 

Đ;t X + 4 = y , phương trình trở thành: (y + l) 4 + (y -1) 4 = 2 . 

Sai khi hiến đồi, ta được: y 2 (y 2 + 6) = 0, do đó y = 0. Vậy: x = -4 là 
ngiiệm của phương trình. 

Vi dụi: Giải phương trình: X 4 - 3x 3 + 4x 2 - 3x + 1 = 0 . 

Giải: 

Phrơng trình trên là phương trình đối xứng (chú ý các hệ số có tính đối 

xíng). Trong phương trình đối xứng, nếu a là nghiệm thì — cũng là 

a 

ngiiệm. 

Plương trình đối xứng bậc lè bao giờ cũng có một trong các nghiệm là 
x=-l. Phương trình đối xứng bậc chẵn 2n đưa được về phương trình 

bẹ n bằng cách đặt ẩn phụ y = X + — . 

X 

Cách ỉ: Đưa phương trình về dạng (x -1) 2 (x 2 - X +1) = 0. Phương trình có 
1 Ìghiệm X = 1. 

Cáchì: Chia hai vế của phương trình cho X 2 (vì X * 0) ta được: 


( 1 ^ 


f l) 

x + 2 

-3 


l X 2 J 


^ xj 


E>t y = X + — thì X 2 + \ = y 2 - 2, phương trình đã cho trờ thành: 



c 


y 2 - 3y + 2 = 0 <=> 


y = l 

y = 2 
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Với y = 1, ta cỏ X 2 - X +1 = 0 (phương trình này vô nghiệm). 
Với y = 2,tacó: x 2 -2x + l = 0 o x = l. 

Dạng 6: Các bài toán khác 

Vỉdụl: Tìm giá trịt để phương trình sau đây có nghiệm dương: 4-t = 


X +1 


Giải 

t-2 

Điều kiện X * -1. Với t * 4 thì X = ^. Nghiệm này luôn luôn thòa 


mãn điều kiện x*-l. Vì phương trình 


t-2 
4 -1 


= -1 o o.t = -2 (vô 


, t-2 


nghiệm). Muốn X > 0 thì -—— > 0 suy ra 2 < t < 4. 


4 -1 


Vỉ dụ 2: Chứng minh rằng nghiệm của phượng trình sau đây là một số 
nguyên: 

X- 29 x-27 x-25 x-23 x-21 x-19 

1970 + 1972 * 1974 + 1976 + 1978 + 1980 

X-1970 . X-1972 . X-1974 x-1976 x-1978 t x-1980 

+-—— +-— +--—— +--— +- 


29 


27 


25 23 21 19 

(Đề thi chọn học sinh giỏi lởp 8 toàn quốc 1978) 
Giải 

Cách 1: Vận dụng nhận xét và cách giải bài toán trên, ta đi đến kết quả 

(x - 1999)^- + i +... + - -Ặ- - -1— -... --JL-1 = 0 

v \29 27 19 1970 1972 1980 

X = 1999 

Cách 2: Thử thay X = 1999, ta thấy hai vế của phương trình bằng nhau, 
vậy X = 1999 là một nghiệm của phương trình. Ta chứng minh rằng 
ngoài ra, phương trình không còn nghiệm nguyên nào khác. Thật vậy, giả 
sử phương trình còn 1 nghiệm nguyên khác X' = 1999 + y, y e z. Thay x’ 
vào phương trình đã cho, ta có: 

1970 +y . 1792 +y . 1980 + y 29 + y . 27 + y 19+ y 

- +... + = -■■■- + - -"Ì - +...+ 

1970 1972 1980 29 27 19 

Sau khi đơn giản, tađuịợc:—i 


I 1970 1972 1 ỈÍOU z / 1 » 

Rõ ràng đẳng thức này sai. Từ đỏ suy ra rằng X = 1999 là nghiệm duy 
nhất của phương trình. 

Ví dụ 3: Với giá trị nào của k thì phương trình sau đây có nghiệm âm: 

k(x + 2)-3(k-l) 


1 11 .1 
+... + — ■ - — ——- + ——■ +... + ——■ 
1980 29 27 19 


ậ 


ệC 


X +1 


= 1 
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Giải 

Đihi kiện X * -1. Đưa phương trình về dạng: (k - l)x = k - 2. 

k-2 

Vđ k* 1 và k* 1,5 thì phương trình có nghiệm: X = — —y. 

, , ,,k-2 

Miôn X < 0 thì giải bât phương trình ị —Ỹ < 0 

Kít quả: 1 < k < 2 với k* 1,5. 


Bài tập vận dụng 


1. Già phương trình: 

x + 2 3 

a. —— + 


X + 1 X - 2 X 2 - X - 2 


, , x + 6 x-5 2x 2 +23x + 61 

+1; b. -— 3 - + -—7 = — 

x-5 X + 6 X 2 + X - 30 


6 x + 2 18 . , x-4 x + 4 _ 

c • —7 + —-“ = -“7“-- -1; d. -—- + ——- = 2; 

: - 5 X - 8 (x — 5)(8 - x) X - 1 X +1 


e. 


X 2 -X X 2 _ 7x 2 -3x 
g x + 3 x-3 ~ 9-x 2 


: + 1 x -2 (x + 1)(2 - x) ’ 

2 . Giá phương trình: x + \ - — = — - . 

x-2 X x(x - 2) 

, . .__ . 315-x 313-x 311-x 309-x „ 

3. Gia phương trình: ———— +—+ ———— + ——■— + 4 = 0. 

101 103 105 107 

4. Giá phương trình: 4x-2 = a(ax-l). 

5. Giá phương trình: a 2 x + b = a(x + b). 

c _. . , x-l l-x 2 x -1 2 a 2 (x-l) 

6 . Gia phương trình: -— 7 + 7—— - 7—— f : — • 

a -1 1 + a 1 -a a -1 

7. Gia phương trình: ———-+ 7 -+ ———-= 3 . 


o —,_ax-b bx + a a 2 +b 2 

8 . Già phương trình: —- + — - 7 = — 

a + b a-b a -b 

9. Giá phương trình: |x - 3| - X = 7 . 

10. Giá phương ừình: |x| - |2x + 3| = X -1. 

11. Gia phương ưình: X -|x + 1 | + 2|x-l| = 0 . 

12. Giã phương ứình: X 2 - 3x + 2 + |x -1| = 0. 

= x + |x-3| vói 1<X<3. 


13. Gi 


Ìg trình: 


1-x 







































14. Giải phương trình: -—^ “ = 1. 

X 2 X 4 

, . , x + 1 X-1 3 

15. Giải phương trình: - - - -- + = 2 — . 

x 2 +x + l X 2 — X + 1 x(x 4 +x 2 +l) 

16. Giải phương trinh: %- * - + -J- = -- 7—^—7 + — 1 — • 

,_. a a-b a + b b 

17. Giải phương trình: 

y 6 2a + 2b 2bx 4b 


ax + bx 

10 n:z: .L_ x+a+lx+11 10 

18. Giải phương trình: —-—— + ——— = 7 -———— . 

x + a- x + 10 (x + a)(x +10) 

19. Giải phương trình: x + x - + ^ = 2. 

X - 3 X - a 

20. Với giá trị nào của a, phương trình sau có một nghiệm duy nhất: 


X - a X - 


+ a = 


1 - X 2 X 2 -1 

21. Giải phương trình: 3x 2 + 7x - 20 = 0 . 

22. Giải phương ừình: X 3 - 5x 2 + 8x - 4 = 0 . 

23. Giải phương trình: (x -1) 3 + X 3 + (x +1) 3 = (x + 2) 3 . 

24. Giải phương trình: (x + 2)(x - 2)(x 2 -10) = 72 . 

25. Chứng tỏ rằng phương trình: X 6 -I- X 5 + X 4 + X 3 + X 2 + X +1 = 0 vô nghiệm. 

26. Giải các phương trình: 

a. 9ax 3 - 18x 2 - 4ax + 8 = 0 (a là tham số) 

b. X 3 + X 2 + 4 = 0. 

27. Giải các phương trinh bậc bốn: 

a) (x 2 + x) 2 + 4(x 2 + x) = 12; b) x(x - l)(x + l)(x + 2) = 24 ; 

c) (X - 7)(x - 5)(x - 4)(x - 2) = 72; d) (x - l)(x - 3)(x + 5)(x + 7) = 297 ; 
e) (6x + 7) 2 (3x + 4)(x +1) = 6. 

28. Giải các phương trình: 

a) (x 2 - 4) 2 = 8x +1; b) (x 2 - 4x) 2 + 2(x - 2) 2 = 43 ; 

c) (x - 2) 4 + (x - 6) 4 = 82; e) 2x 4 + X 3 - 6x 2 + X + 2 = 0. 

Cho phương trình X 3 - (m 2 - m + 7)x - 3(m 2 - m - 2) = 0. 
a) Tịin^gẾ^giá trị của m để một trong các nghiệm của phương trình bàng 1. 
ương trình ứng với các giá trị đó của m. 
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30. Gi.i phương trình: 
8 


ì) 

* 1 

2 

+ 4 

( 1 A 

0 I 

V -1_ 

2 ( 1 X 

_4 x 2 +_L 

< 

h 

1^ 

* 4 - 

V xj 

l Y 2 

V X / 

^ x 2 

V X J 

l x) 


= (x + 4)' 


♦ \ r Ẵ 

Hướng dân và đáp sô 


1. Đái án: 

a. : = ì; b. X = 0; c. X = 0: thỏa mãn, X = 5: loại. 

2 

d. r ô nghiệm; e. Vô nghiệm; g. Mọix * ±3. 

2. Đi‘U kiện xác định của phương trình X * 0, X * 2 
Qiy đồng khử mẫu ta được: x(x +2) - (x - 2) = 2 

<=> X 2 + 2x -X + 2 = 2 

<=> X 2 + X = 0 

ox( x+ 1) = 0 

<=> x = 0 hoặc X + 1 = 0 

1) < = 0 ( không thoả mãn đ iều kiện xác định nên loại) 

2) k +1 = 0 x= -1 (thoả mãn điều kiện xác định) 

Vậ phương trình có một nghiệm X = -1 

3. Viit phương trình dưới dạng: 


315-X 
101 


+ 1 


+ 


313 - X 
103 


+ 1 


+ 


311 - X 
105 


+ 1 


+ 


309-X 
107 


+ 1 


= 0 


Đá) sổ: X = 416. 

4. 4x-2 = a(ax-l) <=> 4x-a 2 x = 2-a <=> (4-a 2 )x = 2-a (1) 
Nếi a * ±2 thì phương trình đã cho có 1 nghiệm duy nhất X = 


a + 2 


Nếi a = 2 thì (1) có dạng Ox = 0. Phương trình nghiệm đúng với mọi X. 

Nểi a = -2 thì (1) có dạng Ox = 4 . Phương trình vô nghiệm. 

, , , b 

5. Nê: a^l; a * 0 phương trình có một nghiệm duy nhât x = —. 

a 

Nết a = 1 , phương trình nghiệm đúng với mọi X. 

Ne: a = 0; b = 0, phương trình nghiệm đúng với mọi X. 

Nếi a^Q> b * 0, phương trình vô nghiệm. 

8 - 


íNei í 
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6. X = —. 

4 


7. Điều kiện đề phương trình có nghĩa a * 0; b * 0; c * 0 . Trừ 1 vào mồi 
phân thức ở vế trái và trừ 3 vào vế phải, ta được: 
x-b-c-a x-c-a-b x-a-b-c 


+ 


= 0 


a 


«■ (x-a-b-c) 


/ 


1 1 1> 


a b c 


= 0 


, 111-. , A , 

Nêu - + 0, phương trình có một nghiệm duy nhât X = a + b + c . 

a b c 

Nếu — + ỉ + ỉ = 0, phương trình nghiệm đúng với mọi X. 
a b c 

8. Phương trình cỏ một nghiệm duy nhất x = 0. 

9. Nếu x-3>0 (1) thì |x-3| = x-3, phương trình đã cho trờ thành 

X - 3 - x = 7 hay Ox = 10 nên phương trình này vô nghiệm. 

Nếu x-3<0 hay x<3 (2) thì |x-3| = 3-x, phương trình đã cho trở 

thành 3-x-x = 7 o 3-2x = 7 <=> -2x = 4 o x = -2, thoa mãn 
điều kiện X < 3 . Vậy, phương trình có nghiệm duy nhất X = -2 . 

10. Các biểu thức trong dấu giá trị tuyệt đối lần lượt bàng 0 khi 1 = 0 và 

3 

X = . 

2 

3 

a) Nếu X < ~ (l)thì x<0 và 2x + 3<0, phương trình đã cho t:ở thành 

2 

-X - (-2x - 3) = X -1 o Ox = -4, phương ừình vô nghiệm. 

b) Nếu “£x<0 (2) thi x<0 và 2x + 3^0, phương trình trở thành 

2 

-x-(2x + 3) = x-l o x =-ì thỏa mãn điều kiện (2). 

2 

c) Nếu x^O (3) thì x^O và 2x + 3>0, phương trình trơ thànli 
X - (2x + 3) = X -1 o X = -1 (không thỏa mãn điều kiện (3)) 

Vậy, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = - ỉ . 

2 
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11. Xét :ác trường họp X < -1; -1<x<1;x>1. 

13 

Đáp số: Phương trình có 2 nghiệm Xj = x 2 = ^ 

2 2 


12. Giảiphưcmg trình X 2 - 3x + 2 + |x -1| = 0 (1) .Xét các trường họp 

+ Néu X > 1: (1) <=> (x -1) 2 = 0ox = l (Thỏa mản điều kện X > 1). 

+ Néu X < 1 : 

(1) o X 2 - 4x + 3 = 0 o X 2 - X -3(x -l) = 0 <=> (x - l)(x -3) = 0 
o X = 1; X = 3 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 1. 

13. Vớil<x<3, phương trình có nghiệm duy nhất X = 2. 

14. Phương trình đã cho: 

(x-3)(x + 2) + (5x-2) (x 2 -4) 

X 2 - 4 X 2 - 4 

Khử mẫu số ta có (x - 3)(x + 2) + (5x - 2) = X 2 - 4 
Giải phương trình ta được X = 1. 

Chủ ỷ: Khi giải phương trình chứa ẩn ở mẫu số, trước hết cần đặt điều 
kiện cho nghiệm số để mẫu số khác 0. Giá trị tìm được của ần số thỏa 
mănđiều kiện đã đặt sẽ là nghiệm của phương trình. 

15. Nghệm của phương trình (nếu có) phải thỏa mãn điều kiện X * 0 (do 
X 2 +x +1 > 0; X 2 - X + 1 > 0; X 4 + X 2 + 1 > 0 ). 

Chúý rằng (x 2 + X + l)(x 2 - X + 1) = X 4 + X 2 + 1 . 

, , 3 

Sau chi biên đôi, ta được 2x 4 =3 <=> X = — là nghiệm của phương trình. 

2 

16. Phưcng trình nghiệm đúng với mọi giá trị cùa X, trừ X = 0 và X = 2. 

17. X = í với điều kiện b * 0; a + b * 0 . 

18. Nểu a = 0, phương trình nghiệm đúng vói mọi X, trừ X = 0 và X = -10. 
Nếu a * 0, phương trình vô nghiệm. 


19. Điiềi kiện của nghiệm số (nếu có) là X * a ; X * 3. Sau khi biến đồi ta 
đưprc 2(a + 3)x = (a + 3) 2 (1). 

a) Nếu a *-3 thì X = a ^ . 

đ ■ 
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Giá trị này là nghiệm nêu: < 


2 

a + 3 


o a * 3 


* 3 


b) Nếu a = -3, phương trình (1) có dạng Ox = 0. Phương trình nghiệm đúng 
với mọi X khác -3 và 3. 

Két luận: 


/ f«A fl 1A 

a) Nêu a * ±3, phương trình có nghiệm duy nhât X = 


a + 3 


b) Nếu a = 3, phương trình vô nghiệm. 

c) Nếu a = -3, phương trình nghiệm đúng với mọi X trừ X = ±3. 

20. Điều kiện của nghiệm số (nếu có) là x*±l. Viết phương trình dưới 

„2 1 

dạng: x-a 2 x + a = 


x 2 -l x 2 -l 


Với X * ±1, phương trình tương đương với 

x-a 2 x + a = l o (l-a 2 )x = l-a 
1 


• Với a * ±1 thì X = 


1 + a 


Giá trị này là nghiệm nếu 


1 + a 
1 


*1 


<=> 


.1 + a 




a #0 
a * -2 


• Với a = 1, (1) có dạng Ox = 0, nghiệm đúng với mọi X * ±1. 

• Với a = -1, (1) có dạng Ox = 2, vô nghiệm. 

Vậy muốn phương trình có 1 nghiệm duy nhất thì a * ±1; a * 0; a * -2 

21. Đưa phương trình về dạng vé trái là một tích, vế phải bằng 0 (phương 
trình tích) 3x 2 + 12x -5x-20 = 0 o (x + 4)(3x-5) = 0 

5 

Phương trình cỏ 2 nghiệm Xj = -4; x 2 = “. 

3 

22. Đưa về phương trình tích. Chú ý tồng các hệ số ở vế trái bàng 0 nên vé 
ừái chứa thừa số (x - 1). Phương trình có các nghiệm: Xị = 1; x 2 3 = 2 

(nghiệm kép) 

23. Biếnđồiđược x 3 -3x 2 -3x-4 = 0 <=> x 3 -1 -3x 2 -3x-3 = 0 

Ayx 2 + X + 1)-3(x 2 + X +1) = 0 o (x-4)(x 2 +X + 1) = 0 
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Do r + X + D0 nên phưorng trình có 1 nghiệm X = 4. 

24. Ta có (x 2 - 4)(x 2 - 10) = 72 . Đặt x 2 -4 = y, phương trình trở thành 
y(y-6) = 72 <=> y 2 -6y + 9 = 81 o (y-3) 2 =(±9) 2 

Xét y -3 = 9 c> y = 12 <=> x 2 -4 = 12 o X 2 = 16 o X = ±4 . 

Xét y - 3 = -9 c=> y = -6 <=> X 2 - 4 = -6 o X 2 = -2, phương trình vô 
nghệm. Vậy X = ±4 . 

25. Nhái hai vế của phương trình với (x - 1) được: 

(x - l)(x 6 +x 5 4 x 4 4 x 3 4 X 2 4 X 4 1) = 0 

c=> X 7 - 1 = 0 <=> X 7 = 1 o X = 1. 

Vì rhân hai vế của phương trình với cùng một đa thức chứa ẩn số có thể 
xuấ hiện thêm nghiệm ngoại lai nên phải thử lại. 

Giá trị X = 1 không thỏa mãn phương trình đã cho. 

Vậ), phương trình đã cho vô nghiệm. 

, 2 2 

26. a. Nêu a * 0 , phương trình có nghiệm —; ± ^. 

a 3 



b. X 3 4 x 2 4 4 = 0 = (x 4 2)(x 2 - X 4 2) = 0 . Một nghiệm X = -2 . 

27. a) Dặt ẩn phụ y = X 2 4 X, ta được y 2 4- 4y -12 = 0 nên phương trình có 
nghiệm: y l = -6; y 2 = 2 . 

Với y = -6 => X 2 4 X 4 6 = 0 , phương trình vô nghiệm. 

Vớiy = 2 => X 2 4 x - 2 = 0 , phương trình có 2 nghiệm: x l = -2; x 2 = 1. 

b) Nêr nhân các đa thức ở vế trái một cách hợp lý làm xuất hiện những biểu 
thức chứa ẳn như nhau, từ đó mà đặt ẩn phụ. 

Biến đồi phương trình thành: (x 2 4 x)(x 2 4 X - 2) = 24 . 

Đặt X 2 4 X -1 = y ta được (y 4 l)(y -1) = 24. Do đó y = +5 . 

Với y = 5 =} X 2 4 X -1 = 5 => Xj = -3; x 2 = 2 

Vớiy = -5 X 2 4X-1 = -5 <=> X 2 4X44 = 0 (vô nghiệm) 

c) (x - 7)(x - 5)(x - 4)(x - 2) = 72 

<=> (x 2 - 9x 4 14)(x 2 - 9x 4 20) = 72 



d) 4 và-8 

e) Nhân hai vế của phương trình với 12 ta được (6x + 7) 2 (6x 4-8)(6x 4- 6^ = 72 
Đặt y = 6x 4- 7 => y = ±3. 


2 5 

Nghiệm của phương ừình: “ỉ “. 

3 3 

28. a) Thêm 16x 2 vào hai vế ta được: 

(x 2 + 4) 2 = (4x -ỉ-1) 2 <=> (x 2 4- 4 4- 4x 4- l)(x 2 4- 4 - 4x -1) = 0 
Phương trình có 2 nghiệm là X = 1; X = 3 . 
b) (x 2 -4x) 2 + 2(x 2 -4x 4- 4) = 43 

Đặt X 2 - 4x + 4 = y (y £ 0), được y 1 = 9; y 2 = -3 (loại). 

Do đó x l =5; x 2 = -1 
c) 5 và 3. 

e)l;-2; -1. 

29. a) Thay x = 1 vào phương trình ta được -4m 2 4- 4m = 0, tức là 
m 2 - m = 0 nên m = 0 hoặc m = 1. 

b) Thay m 2 -m = 0 vào phương ừình ban đầu, ta được x 3 -7x 4-6 = 0. 
Phương trinh có nghiệm: 1; 2; -3. 

30. Giải phương trình 


8 


1 

x + - 
^ xy 


\2 


4- 4 


/ o 1 N 2 

2 A 


X + 


V 2 

X y 


-4 




Điều kiện phương ừình có nghiệm: X * 0 


f i \ 2 / 


(2) o 8 


X + — +4 

X ) 


2 1 

X +—r 


V 


2 1 ^ 

x + 5 

X ) 


1 

X4- — 
X 


\2 


= ( x + 4 ý 


<=> 8 




ị\ 2 ( 1 \ 


X + — 

V X/ 


-8 


X 4- 


Y 2 

X / 


= (x + 4) 2 o (x + 4) 2 = 16 


o X = 0 hay X = -8 

Vậy phương trình đã cho có một nghiệm X 


= -8 


à0 C 

£VƯ 
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§5. Giải bài toán bằng cách lập phưong trình 


P hương pháp chung _ 

Dể giải bài toán bằng cách lập phương trình, hệ phương trình ta tiến 
hàrh các bước như sau 

1. Lậpphương trình: 

Chm ấn số và xác định điều kiện của ẩn so: Ẩn số thường là đại lượng 
chva biết trong bài toán, việc chọn một ấn số hay hai ấn số tùy thuộc vào 
sổ ỉại lượng chira biết cùa bài toán . 

6. ĩiều diễn mối tương quan giữa đại lượng đã biết và đại lượng chưa biết, 
c. lập phương trình . 

2 . Giải phương trình 

3. Nhện định kết quả và trả lời . _ 

Các dạng bài tập cơ bản 

Dạng ĩ: Các bài toán về chuyển động 
Phiơng pháp giải: 

Dụa vào quan hệ của ba đại lượng S: quãng đường, t: thời gian, 

v: ’ận tốc cùa chuyến động đều trong cõng thức s = v.t 

Dụa vào nguyên lí cộng vận tóc: ví dụ khi giải bài toán thuyền trên sông 

ta có: Vj = v 0 + v 3 ; v 2 = v 0 - Vg trong đó V 1 là vận tốc của thuyền khi 

xuii dòng, v 2 là vận tốc của thuyền khi ngược dòng; v 0 là vận tốc riêng 
cùă thuyền; Vg là vận tốc dòng chảy. 

Chủ ỷ: để thuyền ngược dòng được thì phái có v 0 > v 3 

Dạng ì: Các bài toán về năng suất lao động 

Phương pháp giải: 

Dua vào quan hệ của ba đại lượng: N: năng suất lao động (khối lượng 
cồng việc hoàn thành trong một đơn vị thời gian), t: thời gian để hoàn 
thỉnh một công việc, s: lượng công việc đã làm, công thức biểu diễn moi 



Yk 


Dạng 3: Các bài toán về làm chung - làm riêng, vòi nước chảy chung- 
chảy tiêng... 

Pìươngpháp giải: Dựa vào các kết quả sau: 

Nếu X giờ (hoặc ngày) làm xong một công việc thì moi giờ (hoặc ngày) 


làn được -í công việc đó. 

X 
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<-'■';ĩ, 

ư«í luu/ể \xt nyi uung ucn iịễtun uert tỉ số /0. 

Phương phápgiải: Chúỷ các kết quá sau: 
m% của A nghĩa là: ^.A 

Sớ Á bằng m% sỗ B nghĩa là ~ hay A = -^-.B. 

B 100 ' 100 

?’.Sfeìrlỉ^l .,; ỉề Hề: 



Các ví dụ minh họa 

Dạng 1: Các bài toán về chuyển động 

Phương pháp giải: 

Dựa vào quan hệ của ba đại lượng S: quãng đường, t: thời gian, 

v: vận tắc cùa chuyển động đều trong công thức s = v.t 

Dựa vào nguyên lí cộng vận tôc: ví dụ khi giải bài toán thuyên trên sông 

ta có: v ì = v 0 + v 3 ; v 2 = v 0 - v 3 trong đó v l là vận tóc của thuyền khi 

xuôi dòmr v 2 là vận tốc của thuyền khi ngược dòng; v 0 là vận tốc riêng 
củaềhưvcíi; v 3 là vận tắc dồng chảy. 
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Chú ỷ: ỉê thuyền ngược dòng được thì phái cỏ v 0 > V.J 

Vỉ dụ 1 Đường sông từ thành phô A đên thành phô B ngan hơn đường bộ 
lOkn. Neu đi từ A đến B bằng ca nô thì mất 3 giờ 20 phút, còn đi bàng ô 
tô tlì chi mất 2 giờ. Tính vận tốc của ca nô, biết ràng mỗi giờ ô tô đi 
nhaih hơn ca nô 17km. 

Giải: 

Đổi dơn vị: 3h20' = ~-h. Gọi X (km/h) là vận tốc của ca nô (điều kiện 
X > )). Ta có: Vặn tôc của ôtô là: X + 17 (km/h). Quãng đường ca nô đã 
đi: yx(km) .Quãng đường ô tô đã đi: 2(x + 17)(km) 

Vì cường bộ dài hơn đường sông lOkm nên ta có phương trình: 

2(x+-17)-ỉ^x = 10 2x + 34--^x = 10 
v 7 3 3 

cc> - -^x = -24 Cv x = 18(thồađiêu kiện x>0 nên nhận) 

V ậ} vận tốc của ca nô là 18 km/h. 

Vi dụ 'J Một ô tô dự định đi từ A đến B trong một khoảng thời gian nhất 
đlnl với vận tốc định trước. Nếu ô tô đi với vận tốc 35 km/h thì sẽ đến 
chận 2h. Nếu đi với vận tốc 50 km/h thì đến sớm hơn lh. Tính quàng 
điưòig AB và thời gian dự định đi lúc đằu. 

Giải: 

Gọix (km) là chiều dài quãng đường AB (điều kiện X > 0), ta có: 

- Niu ô tô đi với vận tốc 35 km/h thì thời gian phải đi là: (h) 

35 

Nlêi thời gian dự định đi lúc đầu là: -£--2 (h) 

35 


- Niu ô tô đi với vận tốc 50 km/h thì thời gian phải đi là: (h) 

Níêi thời gian dự định đi lúc đầu là: +1 (h). Do đó ta có phương 

trìm: -^-2=*^- + l o -^--^- = 3 <=> -§-x = 3 o X = 350 
35 50 35 50 350 

(tthca mãn điều kiện X > 0 nên nhận) 

V f ậ;: Quăng đường AB dài 350 (km) 

định là: -2 = 8 (giờ) 

35 
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Vi dụ 3: Một người đi một nừa quãng đường AB với vận tốc 20km/h, và đi 
phần còn lại với vận tốc 30 km/h. Tính vận tốc trung bình của người đó 
trên toàn bộ quãng đường. 

Giải: 

Gọi vận tốc trung bình tìm là X (km/h), (x > 0). Ta có biểu thị một nửa 
quãng đường AB là a km (a > 0). Thòi gian người đó đi nửa đầu của 

quãng đường là giờ, thời gian đi nửa sau của quãng đường là -Ệ- giờ. 

20 30 

Phương trình: + -5- = —. 

* 20 30 X 

112 , 

Giải phương trình trên, ta được: — <=>x = 24. Vận tôc trung 

20 30 X 

bình là 24 km/h. 

Chú ý: 

a. Neu vận tốc trên nửa đầu của quãng đường là a km/h, vận tốc trên nừa sau là 

, 7 , 2 _ _ 

b km/h thì vận tôc trung bình trên cả quãng đường băngy—y km/h. Đại 

— + 

a b 

lượng này gọi là trung bình điều hòa của a và b. 

b. Trung bình điều hòa của hai số dương a và b nhỏ hơn hoặc bằng trung 

2 2 ab .a + b , . , . ,\2 

— vỉ 4ab <(a + b) . 


151 A 1 1 • Á Á rpi Ạ, A ^ 2 ab a + b 

bình cộng của hai sô ây. Thật vậy: — - = —- ^ — 

1 + 1 a + b 

a b 


Vỉ dụ 4: Có ba ôtô chạy trên đường AB. Cùng một lúc ôtô thứ nhất chạy từ 
A, ôtô thứ hai chạy từ B, khi ôtô thứ nhất chạy tới B, thì từ B ôtô thứ ba 
bắt đầu đi về A và cùng tới A với ôtô thứ hai. Tại giữa quãng đường 
AB, một người thấy ràng sau khi ôtô thứ nhất đi qua 10 phút thì ôtô thứ 
hai đi qua và sau đó 20 phút nữa thì ôtô thứ ba đi qua. Vận tốc của ôtô 
thứ ba là 120km/h. Hỏi vận tốc xe ôtô thứ nhất, xe ôtô thứ hai và quãng 
đường AB. 

(Đề thi chọn học sinh giỏi toàn quắc - ĩ980). 
Giắi 

Gọi X là quãng đường AB và V là vận tốc của xe thứ nhất. 

Thời gian xe thứ nhất đi từ A đến B là —. 

V 

Đi nửa quãng đường mà xe thứ nhất đã mất ít hơn xe thứ hai ì h, vậy đi 


6 


-í X 1 

cả quậngpđường thì xe thử hai đi mât: — + - 7 . 

V 75 
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KTi xe thử nhất đến B thì xe thứ ba mới bắt đầu đi, cho nên nếu tính từ 
xe thử hai đi từ B đến lúc cả xe thứ hai và xe thứ ba cùng đến B thì thời 

gian đó là: * + -í- 
V 120 


Ta có phương trình — + 4 = — + => —= 4 => X = 40 km. 

f V 3 V 120 120 3 

, 20 1 

Xe thử ba đi đoạn đường BC mât: = -T h 

6 120 6 

Vảy xe thử nhất đi đoạn BC mất: 4 - 4 = 4 (h) 

2 6 3 

(Vì sau khi xe thứ nhất đi qua C: 10 + 20 = 30 (phút) 

th. xe thứ ba mới đi qua c. Vậy tốc độ ô tô thứ nhất là: 20: ỉ = 60 

(km/h). Thời gian xe thứ nhât đi hẽt đoạn đường là -^(h). Vậy xe thứ hai 

3 


, , 2 1 í 

đi hêt cả đoạn đường mât: ~ + T = 1 (h). Vận tôc của xe thứ hai là 40km/h. 

3 3 

Dạng 2: Các bài toán về năng suất lao động 
Phương pháp giải: 

Dụa vào quan hệ của ha đại lượng: N: năng suất lao động (khối lượng 
công việc hoàn thành trong một đom vị thời gian), t: thời gian đê hoàn 
thảnh một công việc, s: lượng công việc đã làm, công thức biêu diễn moi 

quan hệ là: N = -£. 

Vi dụ 1: Một đội thợ mỏ theo kế hoạch phải khai thác một lượng than. Họ dự 
định mỗi ngày khai thác 50 tấn. Nhưng trên thực tế đội đã tăng năng suất 
nên mỗi ngày khai thác được 57 tấn. Do đó không những họ đã hoàn 
thảnh trước thời gian dự định 1 ngày mà còn vượt chỉ tiêu 13 tấn. Tính số 
than mà đội phải khai thác theo kế hoạch. 

Giải: 

Gọi X (tấn) là số than mà đội phải khai thác theo kế hoạch (điều kiện 


x>0). Ta cỏ: Thời gian đội dự định khai thác lúc đầu là: (ngày). 

50 


Thời gian thực tế đội đã khai thác là: 


x + 13 


(ngày), (do khai thác vượt 


; 57 ' 

chi tiêu 13 tấn). Vì thời gian khai thác theo thực té ít hơn thời gian khai 


X X +13 


thác theo kế hoạch là một ngày nên ta có phương trình: — ——z~~ = 1 

6 ' 50 57 

<=> 7x-650 = 2850 <=> x = 500 (thỏa mãn điều kiện x>0 nên nhận). 

Vẽủứhéo tcế hoạch đội phải khai thác 500 tấn than. 


f GT8’ 


105 








Vỉ dụ 2: Nhân ngày 1 tháng 6 , một phân đội thiếu niên được tặng một số 
kẹo. Số kẹo này được chia hết và chia đều cho mọi đội viên trong phân 
đội. Để đảm bảo nguyên tắc chia ấy, phân đội trưởng đã đề xuất cách 
nhận phần kẹo của mỗi người như sau: 

, , 1 , 

- Bạn thứ nhât nhận 1 cái kẹo và được lây thêm YY sô kẹo còn lại. Sau 

khi bạn thứ nhất đã lấy phần kẹo của mình, bạn thứ hai nhận 2 cái kẹo 
và được lấy thêm s ° kẹo còn lại. Cử tiếp tục như thế đến bạn cuối 

, 1 , 

cùng thứ n, nhận n kẹo và được lây thêm YY sô kẹo còn lại. 

Hỏi phân đội thiếu niên có bao nhiêu đội viên và mồi đội viên nhận bao 
nhiêu cái kẹo. 

(Đe thi học sinh giỏi , cấp II miền Bắc - 1972) 
Giải 

Bạn thứ n lấy n cái kẹo và Ậ- số kẹo còn lại thì vừa hết. Vậy -Ị- số kẹo 

11 11 

còn lại thứ n phải bằng 0 hay bạn thứ n chỉ nhận được n cái kẹo. Có n 

bạn, mỗi bạn nhận n cái kẹo (vì số kẹo của mồi người đều bằng nhau), 


nên số kẹo là n 2 . số kẹo bạn thứ nhất lấy là 1 + 


n 2 -1 
11 


Ta có phưorng trình 1 + 


n 2 -1 


= n <=> n 2 - lln + 10 = 0 


11 

o (n -1) (n -10) = 0 . Vì n > 1 nên ta lấy nghiệm n = 10. 

Kết quả: có 10 bạn và 100 cái kẹo. 

Dạng 3: Các bài toán về làm chung - làm riêng , vòi nước chảy 
chung - chảy riêng ... 

Phương pháp giải: Dựa vào các kết quả sau: 

Nếu X giờ (hoặc ngày) làm xong một công việc thì mỗi giờ (hoặc ngày) 
làm được — công việc đó. 

X 

, 1 , 

Nêu trong 1 giờ: đôi tượng A làm được — công việc; đôi tượng B làm 



được — công việc thì lượng công việc mà cả hai làm được trong 1 gí ờ là 

1 1 ._ 

—+ — công việc. 

X y 

Nêu môỵgịờ làm được — công việc thì trong a giờ làm được — công việc. 
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Dạngi: Các bài toán sắp xếp , chia đều sản phẩm (hàng hóa...) 

Ví dụ : Một đội xe dự định chở một số lượng hàng, với dự tính mỗi xe chở 
5 t.n. Nhung đến khi thực hiện đội được tăng cường thêm 2 xe, vì vậy 
lút này mỗi xe chỉ phái chở 4 tắn và tống sô hàng chở được nhiêu hon kê 
hoch ban dầu là 1 tân. Tính số xe tham gia chở hàng. 

Giải: 

Gọ x là số xe tham gia chở hàng sau khi được tăng cường. 

(đru kiện X e N, X > 2). Ta có: số tấn hàng đội xe đă chở là 4x . 

Số xe dự định lúc đầu là: x-2. số tấn hàng dự định chở lúc đằu là 
5( - 2). Vì số hàng chở được theo thực tế nhiều hon kế hoạch ban đầu 1 

tấi nên ta có phưong trình: 4x-5(x-2) = l o X = 9 (thỏa điêu kiện 
nê. nhận). Vậy số xe chở hàng theo thực tế là 9 xe. 

DạngS: Các bài toán có nội dung liên quan đến cấu tạo thập phân 
cia số. 

p.ương pháp giải: 

Lxa vào moi liên hệ giữa các hàng trong một số. 

Cú ỷ: ab = 10a + 6; abc = 100 a + 106 + c 

Ví dụ Tìm số tự nhiên có bốn chữ số, biết rằng nếu viết thêm một chữ số 1 
và đằng trước và một chữ số 1 vào đàng sau số đó thì số đó tăng gấp 21 
lầi. 

Giải: 

Gã số phải tìm là abcd, 0 ^ a,b,c,d ^ 9;a * 0;a,b,c,d e N. Theo bài ra 
ta ó labcdl = 21.abcd. Đặt abcd =X. 

Tì đó ta có phưong trình: 100001 + lOx = 21x o X = 9091. 
v.y số cần tìm là 9091. 

Vídụĩ: Tìm một số tự nhiên có sáu chữ số, biết rằng chữ số tận cùng của nó 
bàig 4 và nếu chuyền chữ số 4 đó lên vị trí chữ số đầu tiên thì số phải 
tìn tăng gấp bốn lần. 

Giải: 

Gả số phải tìm là abcde4, 0 <a,b,c,d,e ^ 9;a * 0;a,b,c,d,ee N . Theo 
bả ra ta có abcde4.4 = 4abcde . Đặt abcde = X, ta có phương trình: 

(lOx + 4).4 = 400000 + X <r> X = 10256 . 
v.y số cằn tìm là 10256. 

Ví dụ3: TỊp^một số có ba chữ số sao cho chia nó cho 11 thì được thương 
bàí#tfin»các chữ số của số bị chia. 
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Giải: 

Gọi số phải tìm là xyz (x,y,z G Z; 1 £ X < 9; 0 ^ y,z < 9) 

Tacó: xyz = ll(x + y+ z) lOOx 4 - lOy 4 -z = llx 4 - lly 4 - llz 
o 89x = 10z 4 - y o 89x = zy . 

Như vậy số 89x là số không quả hai chữ số, do đó X = 1; zy = 89 suy ra 
y = 9; z = 8 . Thử lại: 198 = 11(14-9 + 8 ). 

Ví dụ 4: Tìm một số có bốn chữ số sao cho chữ số hàng nghìn và hàng trăm 
giống nhau, chữ số hàng chục và hàng đơn vị giống nhau, số phải tìm có 
thể viết được thành một tích của ba thừa số, mỗi thừa số đều là số có hai 
chữ số và chia hết cho 11 . 

Giải: 

Gọi số phải tìm là xxyy 

Ta có: xxyy = aa.bb.cc => 1 lOOx +1 ly = 1 la. 1 lb. 1 lc 
=> lOOx + y = 121abc => x0y = 121.abc 

Như vậy xOy chia hét cho 121. Các bội của 121 có ba chữ số là 121; 
242; 363; 484; 605; 726; 847; 968 trong đó chi có số 605 có chữ số hàng 
chục bàng 0. Vậy xOy = 605 => X = 6 ; y = 5. Suy ra abc = 5, do đỏ trong 

ba số a, b, c có một số bằng 5, hai số kia bằng 1. 

Thử lại: 6655 = 11.11.55 

Dạng 6: Các bài toán có nội dung liên quan đến tì số %. 

Phương pháp giải: Chú ý các kết quả sau: 

m% củaA nghĩa là: -2^-.A 
5 100 

Số A bằng m% số B nghĩa là ~ = -2^- hay A = -22- .B. 

6 B 100 ỵ 100 


Số A sau khi tăng lên m% thì được số mới có giá trị là: A 4* ^. A 

Vi dụ ỉ : Có hai loại dung dịch muối I và II. Người ta hoà 200 gam dung 
dịch muối I với 300 gam dung dịch muối II thi được một dung dịch có 
nồng độ muối là 33%. Tính nồng độ muối ứong mỗi dung dịch I và II, 
biết rằng nồng độ muối trong dung dịch I lớn hơn nồng độ muối trong 
dung dịch II la 20%. 


Giải: 

Gọi nồng độ muối trong dung dịch I là x(%).Theo bài ra ta có 

X 


phương tđr 

Ễin 

ậP 


nh: 200.-—— 4 - 300. = 500.-^- 

100 100 100 


o X = 45. 


uối trong các dung dịch I và II là 45% và 25%. 
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Vi dụ 2: Có hai loại quặng sắt, quặng loại I và loại II, tồng khối lượng là 10 
tân. Khỏi sắt nguyên chất trong quặng loại I là 0,8 tân; trong quặng lọai 
II là 0,6 tấn. Biết ti lệ sắt nguyên chất trong quặng loại I hon ti lệ sẳt 
nguyên chất trong quặng loại II là 10%. Tính khối lượng mỗi loại quặng. 

Giải: 

Gọi X (tấn) là khối lượng quặng loại I (điều kiện 0 < X < 10). 

Ta có: 

Khối lượng quặng sắt loại II là: 10 -X (tấn) 

, , Q g 

Tỉ lệ sắt nguyên chất trong quặng loại I là: - 1 — 

X 

0 6 

Tỉ lệ sắt nguyên chất trong quặng loại II là 

10 - X 

Vì tỉ lệ sắt trong quặng loại I hon tí lệ sẳt trong quặng loại II là 10% nên 

, , ,_, 0,8 0,6 10 

ta có phương trình: —— —^— = —— 

X 10- X 100 

<=> ®-—= 1 c* X 2 -24x + 80 = 0o(x-4)(x-20) = 0. 

X 10-x v A ' 

Phương trình trên có 2 nghiệm: Xj = 4 (thỏa mãn điều kiện nên nhận) 
x 2 = 20 (không thỏa mãn điều kiện nên loại) 

Vậy khối lượng quặng sắt loại I là 4 tấn, loại II là 6 tấn. 


Dạng 7: Các bài toán có nội dung hình học 
Phưoĩtgpháp giải: 

Chú ỷ đên các hệ thức lượng trong tam giác, các công thức tính chu vi, 
diện tích,... của các hình. 


Ví dụ ỉ: Một khu vườn hình chữ nhật có chiều dài lớn hơn chiều rộng 8m, 
diện tích bảng 240m 2 . Tính chu vi khu vườn đó. 

Giải: 

Gọi X (m) là chiều rộng khu vườn (x > 0). Suy ra chiều dài khu vườn là: 
x + 8 (m). Lập phương trình: x(x+8) = 240 o x 2 +8x-240 = 0 


<:> (x -12)(x + 20) =0o 


X = 12 
X = -20 


Đối chiếu điều kiện, ta có: chiều 


rộng khu vườn là: 12 (m) 

Suy ra chu vi khu vườn là: 2(x + x + 8) = 64 (m). 

Ví dụ 2: Mộfc hình chữ nhật có chu vi bàng 320m. Nếu táng chiều dài lOm, 
tăiilíkổều rộng 20m thì diện tích táng 2700m 2 . Tính mỗi chiều. 
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Giải: 


Gọi chiều dài là X (m). Theo bài ra ta có phưomg ừình: 

(x + 10)(l80 - x) - X (160 - x) = 2700 o X = 90. 

Vây chiều dài là 90m, chiều rộng là 70m. 

Dạng 8: Các bài toán khác 

Ví dụ 1: Vào thế kỳ thứ III trước công nguyên, vua xứ Xi-ra-cút giao cho 
Ac-si-mét kiểm tra xem chiếc mũ bằng vàng của mình có pha thêm bạc 
hay không. Chiếc mũ có ừọng lượng 5 niutorn (theo đơn vị hiện nay). Khi 
nhúng ngập trong nước thì ưọng lượng giảm đi 0,3 niutơn. 

Biết rằng khi cân trong nước, vàng giảm trọng lượng, bạc giảm -ì- 

20 10 

trọng lượng. Hỏi chiếc mũ chứa bao nhiêu gam bạc? (vật cỏ khối lượng 

100 gam thì trọng lượng bàng 1 newton). 


Giải: 


Gọi trọng lượng bạc trong mũ là X (Newton) (0 < X < 5). Trọng lượng 
vàng trong mũ là 5-X (Newton). Khi nhúng ngập trong nước, trọng 



Phương trình: — + ã -— = 0,3 . Vậy X = 1. 
5 10 20 J 


Trọng lượng bạc trong mũ là 1 nevvton. Chiếc mũ chứa 100 gam bạc. 

Ví dụ 2: Một tấm bìa dạng tam giác vuông có độ dài ba cạnh là các số 
nguyên. Chứng minh ràng có thể cắt tấm bìa thành sáu phần có diện tích 
bằng nhau và diện tích mỗi phần là số nguyên. 


Giải: 


Gọi a, b, c là độ dài 3 cạnh tam giác vuông ABC, c là cạnh huyền. 

Ta có: a 2 + b 2 = c 2 ;a,b,c € N\ diện tích tam giác ABC là: s = ^ 

2 

Trước hết ta chứng minh ab chia hết cho 12. 

+ Chứng minh ab:3 

Nếu cả a và b đồng thời không chia hết cho 3 thì a 2 + b 2 chia 3 du 2. 

Suy ra số chính phương c 2 chia 3 dư 2, vô lí. 

+ Chứng minh ab:4 : Nếu a, b chẵn thì ab:4 
- Nếu trong hai số a, b có số lẻ, chẳng hạn a lẻ. 

Lúc đó c lẻ. Vì nếu c chẵn thì c 2 :4, trong lúc a 2 + b 2 không thể chia hết 
cho 4. Đặt a = 2k + l,c = 2h + l,k,h€N. Ta có: 
b 2 = (2h +1) 2 - (2k +1) 2 = 4(h - k)(h + k +1) 



= 4(h - k)(h - k +1) + 8k(h - k):4 


-BDHSGT8- 




Su' ra b: 4 . Nếu chia cạnh AB (chẳng hạn) thành 6 phân băng nhau, nôi 
cát điểm chia với c thì tam giác ABC được chia thành 6 tam giác, mỗi 

tan giác này có diện tích bàng ^ là một số nguyên. 


Ví dụ Xác định hình vuông có độ dài cạnh là số nguyên và diện tích cũng 
là 0 nguyên gồm 4 chừ số, trong đó các chữ số hàng đơn vị hàng chục 
và làng trãm giống nhau. 

Thi học sình giỏi tinh Thừa Thiên Huế Lớp 9, 2004-2005 


Giải: 


Th:o giả thiêt diện tích hình vuông có dạng s = abbb = k 2 (k > 0,k e Z) 
10>0 < k 2 < 9999 o 33 < k < 99, nên k chỉ gồm có 2 chữ số: 
k = xy - lOx + y ; k“ = 100x 2 + 20xy + y 2 (3 < X < 9;0 < y < 9) 


Néi y lè: y =1;3;5;7;9 =>y 2 = 1;9;25;49;81 => b = 1;5;9. Khi đó 2xy có 
chi số tận cùng là số chẵn, nên chữ số hàng chục của k 2 phải là số chẵn 
kh;c 1; 5; 9, do đó s chỉ có thề là abbb. Nếu y chẵn: y = 0; 2; 4; 6 ; 8 
:=>y 2 =10;4;16;36;64=>b = 0;4;6. Với y = 0; k 2 chỉ có thề là 1600; 
25*0; 3600; 4900; 6400; 8100 không thỏa điều kiện bài toán. 

Vó y = 2; k 2 = 100x 2 + 40x + 4 . Khi đó X chỉ có thề là 6 thì chữ số hàng 
chic của k 2 mới là 4, suy ra k 2 = 3600 + 244 = 3844 ị abbb 
Vó y = 4; 6 => y 2 = 16; 36, khi đó 20xy có chữ số hằng chục là số chẵn, 
nêi chữ số hàng chục của k 2 phải là số lẻ, do đó không thề bằng 4 hoặc 
6 , Ìghĩa là k 2 * abbb. Với y = 8 ; y 2 = 64; k 2 = 100 x 2 4- 160x + 64, khi đó 
X củ có thể là 3 hoặc 8 thì chữ số hàng chục của k 2 mới bàng 4 suy ra 
k 2 2 38 2 = 1444 hoặc k 2 = 88 2 = 7744 (không thỏa điều kiện bài toán). 

Vậ', bài toán có một lời giả duy nhất: hình vuông cần xác định có cạnh 
k = 38 và diện tích s = 1444. 

Ví đụ i: A. B,c là một nhóm ba người thân thuộc. Cha của A thuộc nhóm 
đó.cũng vậy con gái của B và người song sinh của c cũng ở trong nhóm 
đó Biết răng c và người song sinh của c là hai người khác giới tính và c 
khrng phải là con cùa B. Hỏi trong ba người A, B, c ai là người khác 
gió tính với hai người kia? 

Kì thi học sinh giỏi tỉnh Thừa Thiên HuểyLởp 9, 2004-2005 

Giải: 

TTho già thiết, cha của A có thề là B hoặc C: 

+“ Hu B là cha của A thì c không thể song sinh với A, vì nếu như thế thì 
c h con của B, trái giả thiết, do đó c và B là song sinh và khác giới tính 
Ggt, nên c là phái nữ. Mặt khác, con gái của B không thề là c nên phải 
A phải là phái nữ. Vậy B khác giới tính với hai người còn lại 
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+ Nếu c là cha của A thì c chỉ có thể là song sinh với B, theo giả thiết B 
phải là nữ. Mặt khác, con gái của B không thể là C(gt) nên phải là A. suy 
ra c và B là vợ chồng chứ không phải song sinh, dẫn đến mâu thuần 
Vậy chỉ có duy nhất trường hợp B là cha của A và B khác giói tính với 
hai người còn lại là A và c (cùng là phái nữ). 

Chú ỷ: Khi giải toán bằng cách lập phưorng trình, ngoài ẩn đă chọn, đôi khi 
người ta còn biểu thị những đại lượng chưa biết bằng chữ. Điểu lí thủ là 
các chữ đổ tuy tham gia vào quả trình giải toán nhưng chúng lại không 
có mặt trong đáp số của bài toán. 


Bài tập vận dụng 

1. Hỡi khách qua đường, cho hay Đi-ô-phăng thọ bao nhiêu tuồi ? 

Biết thời thơ ấu của ông chiếm Ậ- cuộc đòi, -ì- cuộc đời tiếp theo là thời 

6 12 


thanh niên sôi nổi. Đen khi lập gia đình thì lại thêm ì cuộc đời. 


5 năm nữa trôi qua, và một cậu con trai đã được sinh ra. Nhưng số mệnh 
buộc con chi sống bằng nừa đời cha. Ồng đã từ trần 4 năm sau khi con 
mất. Đi Ồ phăng thọ bao nhiêu, hãy tính cho ra ? 

Bài toán bằng thơ ghi trên mộ của Đi-Ô phăng, nhà toán học cổ Hi Lạp 
thế ki II-III. 

2. Tính tuồi của hai mẹ con hiện nay, biết rằng cách đây 4 năm thì tuồi mẹ 
gấp 5 lần tuổi con, sau đây 2 năm thì tuổi mẹ gấp 3 lần tuồi con. 

3. Một ca nô tuần tra đi xuôi khúc sông từ A đến B hết 1 giờ 10 phút và đi 
ngược dòng từ B về A hết 1 giờ 30 phút. Tính vận tốc riêng của ca nô, 
biết rằng vận tốc dòng nước là 2 km/h. 

4. Một người đi từ A đến B vói vận tốc 24 km/h rồi đi tiếp từ B đến c với 
vận tốc 32 km/h. Tính quãng đường AB và BC, biết rằng quãng đường 
AB dài hơn quãng đường BC là 6km và vận tốc trung bình của người đó 
trên cả quãng đường AC là 27 km/h. 

5. Quãng đường từ A đến B gồm đoạn lên dốc AC, đoạn nằm ngang CD, 
đoạn xuống dốc DB, tồng cộng dài 30km. Một người đi từ A đến B rồi từ 
B về A hết tất cả 4 giờ 25 phút. Tính quãng đường nằm ngang, biết ràng 
vận tốc lên dốc (cả lúc đi lẫn lúc về) là 10 km/h, vận tốc xuống dốc (cả 
lúc đi lẫn lúc về) là 20 km/h, vận tốc trên đường nằm ngang là 15 km/h . 

6 . Lúc 8 giờ, An rời nhà mình để đến nhà Bích với vận tốc 4 ỉcm/h. Lúc 8 
Bích cũng ròi nhà mình đề đến nhà An với vận tốc 3 km/h. 
trẽn đường, rồi cả hai cùng đi về nhà Bích. Khi trở về đến 
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nha mình, An tính ra rằng quãng đường mình đã đi dài gấp bốn lân 
quãng dường Bích đã đi.Tính khoảng cách từ nhà An đến nhà Bích. 

7. Mót người đi xe đạp, một người đi xe máy và một người đi ô tô cùng đi 
từ \ đến B, khởi hành lần lượt lúc 7 giờ, 8 giờ, 9 giờ với vận tốc theo thứ 
tự bàng 10 km/h, 30 km/h, 50 km/h. Đến mấy giờ thì ô tô ở vị trí cách 
đều xe đạp và xe máy ? 

8 . Người ta pha 3 kg nước nóng ở 90°c với 2 kg nước lạnh ở 20°c. Tính 
nh.ệt độ sau cùng của nước (bỏ qua sự mất nhiệt). 

9. Trẽn quãng đường AB của một thành phố, cứ 6 phút lại có một xe buýt 
đi :heo chiều từ A đên B, và cũng cử 6 phút lại có một xe buýt đi theo 
ch.êu ngược lại. Các xe này chuyển động đều với cùng vận tốc như nhau. 
Mót khách du lịch đi bộ từ A đến B nhận thấy cứ 5 phút lại gặp một xe di 
từ B về phía mình. Hỏi cứ bao nhiêu phút lại có một xe đi từ A vượt qua 
người đó? 

10. Heì đội công nhân cùng làm một công việc thì hoàn thành công việc đó 
troag 24 giờ. Nếu đội thứ nhất làm 10 giờ, đội thứ hai làm 15 giờ thì cả 
hai đội làm được một nửa công việc. Tính thời gian mỗi đội làm một 
mìih đê xong công việc. 

11. Trong một buổi họp mặt giữa hai lớp 8A và 8B, có tất cả 50 học sinh 
tham gia. Các bạn lớp 8B tính số người quen ở lớp 8A và thấy rằng bạn 
Arh quen 11 bạn, bạn Bắc quen 12 bạn, bạn Châu quen 13 bạn,... và cứ 
như vậy đến bạn cuối cùng là bạn Yến quen tất cả các bạn của lóp 8A. 
Tính số học sinh mỗi lớp tham gia họp mặt. 

12. Một nông dân mang cam ra chợ, bán cho người khách thứ nhất 2 số cam 
và thêm 1 quả, bán cho người khách thứ hai 2 số cam còn lại và thêm 2 
qua, bán cho người khách thứ ba 2 số cam còn lại và thêm 2 quả... Cứ 
tiếp tục như vậy cho đến khi người khách thứ sáu mua xong thì số cam 
vừa hết. Tính tồng số cam của người nông dân đem bán. 

13. Có ba cánh đồng cỏ như nhau, cỏ cũng luôn mọc đều như nhau trên toàn 
bộ mỗi cảnh đồng. Biết ràng 9 con bò ăn hết số cỏ có sẵn và số cỏ mọc 
tlhêm của cánh đồng I trong 2 tuần, 6 con bò ăn hết số cò có sẵn và số cỏ 
mọc thêm của cánh đồng II trong 4 tuần. 

ai. Tính xem trên mỗi cánh đồng, số cỏ mọc thêm trong một tuần bàng 
mấy phần của số cỏ có sẵn lúc đầu ? 

b. Bao nhiêu con bò ăn hết số cỏ có sẵn và số cỏ mọc thêm của cánh 
đồngTĩI trong 6 tuần ? 
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14. Bài toán của Niu-tơn. Một cánh đồng cỏ mọc dày như nhau, cỏ luôn mọc 
đều như nhau trên toàn bộ cánh đồng. Biết ràng 12 con bò àn hết có trên 

Ỉ5. acrơ trong 4 tuần, 21 con bò ăn hết cỏ trên 10 acrơ trong 9 tuần. Hỏi 
3 

bao nhiêu con bò ăn hết cỏ trên 24 acrơ trong 18 tuần (1 acrơ = 4047íTf). 

15. Một khách du lịch đi từ A đến B nhận thấy cứ 15 phút lại gặp một xe 
buýt đi cùng chiều vượt qua, cứ 10 phút lại gặp một xe buýt chạy ngược 
lại. Biết rằng các xe buýt đều chạy với cùng một vận tốc, khởi hành sau 
những khoảng thời gian bằng nhau và không dừng lại trên đường (trên 
chiều từ A đến B cũng như trên chiều ngược lại). Hỏi cứ sau bao nhiêu 
phút thì các xe buýt lại lần lượt rời bến ? 

16. Một người đi xe máy từ A đến B, vận tốc 40km/h. Đi được 15 phút, 
người đó gặp một ôtô từ B đến, vận tốc 50km/h. Ôtô đến A nghỉ 15 phút 
rồi ừở về B và gặp người đi xe máy cách B 20km. Tính quãng đường AJ3. 

17. Người ta đặt một vòi nước chảy vào một bể nước và một vòi chảy ra ở 
lưng chừng bể. Khi bể cạn, nếu mở cả hai vòi thì sau 2 giờ 42 phiút bề 
đầy nước. Còn nếu đóng vòi chảy ra, mở vòi chảy vào thì sau 1 giờ rưởi 
đầy bể. Biết vòi chảy vào mạnh gấp 2 lần vòi chảy ra. 

a) Tính thời gian nước chảy vào lúc bể cạn đến lúc nước ngang chiỗ đặt 
vòi chảy ra. 

b) Nếu chiều cao bề là 2m thì khoảng cách từ chỗ đặt vòi chảy ra dén 
đáy bể là bao nhiêu? 

18. Một công trường giao công việc sửa một đoạn đường cho các độ)i lao 
động như sau: Đội 1 nhận lOm và phần còn lại. 


Đội 2 nhận 20m và 


_Ị_ 

10 


phần còn lại. Đội 3 nhận 30m và 


1 _ 

10 


phầm còn 


lại. Cứ chia như vậy cho đến đội cuối cùng thì phần đường của mỗi đội 
đều bằng nhau. Tính số đội tham gia sừa đường và chiều dài toàrn bộ 
đoạn đường phải sừa. 

19. Tổng cùa bốn số bằng 45. Nếu lấy số thứ nhất cộng thêm 2, số thứ hai trừ 
đi 2, số thứ ba nhân với 2, số thứ tư chia cho 2 thì bốn kết quả dó bằng 
nhau. Tìm bốn số ban đầu. 

20. Cho một số tự nhiên có năm chữ số. Nếu viết thêm chữ số 1 vào Síau số 
đó thì ta được số A có sáu chữ số. Néu viết thêm chữ số 1 vào trưíớc số 
đó ta đư8£ số B có sáu chữ số. Viết rằng A = 3B . Tìm số có năm đhừ số 

ịpp 
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21. Mạ ô tô phái di quăng dường AB 60km trong một thời gian nhất định. Ô 
tỏ (i nửa dầu quăng dường với vận tốc lớn hơn dự định 10km/h và đi nửa 
s;ai quãng đường với vận tốc kém hơn dự định 6km/h. Biết ô tô đến B 
điúig thời gian đã dịnh. Tính thời gian ô tô dự định di quãng đường AB. 

22. Ha vòi nước chày vào bé thì bể sê đầy trong 3 giờ 20 phút. Người ta cho 
vòi thử nhât cháy trong 3 giờ, vòi thứ hai chảy trong 2 giờ thì cả hai vòi 


c,h;y dược bế. Tính thời gian moi vòi chảy một mình đây bê. 


ò 


23. iM)t cửa hàng bán trúng trong một số ngày. Ngày thứ nhất cửa hàng bán 


1 51 quả và ì số còn lại. ngày thứ hai bán 200 quả và số còn lại, ngày 
9 9 


, 1 


tỉhí ba bán 250 quả và -ị sổ còn lại, ... 

9 

Cú bán như vậy cho đến hết thì số trứng mồi ngày bán bằng nhau. Hỏi số 
tirứig có tát cà bao nhiêu? 


Hướng dẫn và đáp số 

1. Gọ X là tuồi thọ của Đi-ô-phăng. Ta có phương trình: 

-~-: + -^-x + ìx + 5 + -í-x + 4 = x;x = 84. Đi-ô-phăng thọ 84 tuổi. 

(6 1z 7 2 

2. Gọ tuổi con hiện nay là X, phương trình: 

3(: + 2)-5(x-4) = 6 ox = 10. 

TTuũ con hiện nay là 10, tuổi mẹ hiện nay là 34. 

3. Gọ vận tốc riêng của ca nô là X (km/h). Phương trình: 

ll?(x + 2) = lTx - 2) o X = 16. 

c 2 

4. Gọ quãng đường AB là x(km). Phương trình: 

~+ ~- ox = 30. Suy ra AB dài 30km, BC dài 24km. 

5. Gọ quăng đường CD là x(km). Quãng đường AC + DB = 30 - X. Kể cả 
liúcđi và lúc về thì quãng đường nàm ngang dài 2 x, quãng đường lên dốc 
dlài30 - X, quãng đường xuống dốc dài 30 - X. 
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6 . Gọi quăng đường từ nhà An đến nhà Bích là x(km). Quãng đường An đã 

đi là 2x, quãng đường Bích đã đi là 2 x: 4 = 4 . Gọi c là chỗ hai người 

2 

gặp nhau thì BC = 4 : 2 = 4- Thời gian An đi đoạn AC là: -^4:4 = 44- 

2 4 4 16 


Thời gian Bích đi đoạn BC là: 4 : 3 = 44- 
6 4 12 

Phương ừình: o X = 3,2. Đáp số: 3,2 km. 

16 12 3 

7. Lúc 9 giờ, người đi xe đạp cách A 20km, người đi xe máy cách A 30km. 
Gọi X là số giờ để ô tô ở vị trí cách đều hai người kia (kể từ lúc 9 giờ). 

5 

Phương trình: 50x - (20 + lOx) = (30 + 30x) - 50x <=>x = ~. 

Đáp số 9 giờ 50 phút. 

8 . Nhiệt độ sau cùng của nước là 62°c. 

9. Gọi thời gian phải tìm là X (phút). Biểu thị thời gian người du lịch đi từ A 
đếnB làaphút. Phương ừình: 44 = 4 + — <=>x = 7,5. 

6 5 X 

10. Đội thứ nhất cần 40 giờ, đội thứ hai cần 60 giờ để làm một mình xong 
công việc. 

11. Gọi số học sinh của lớp 8 B là X. 

Bạn thứ nhất của lớp 8 B(bạn Anh) quen 10+T bạn của lớp 8 A. 

Bạn thứ hai của lớp 8 B (bạn Bắc) quen 10 + 2 bạn cùa lớp 8 A. 

Bạn thứ ba của lớp 8 B (bạn Châu) quen 10 + 3 bạn của lớp 8 A. ... 

Bạn thứ x của lớp 8 B (bạn Yến) quen 10 + x bạn của lớp 8 A, đó là tất cả 
số học sinh 8 A. Phương trình: X + (10 + x) = 50 o X = 20. 


Lớp 8B có 20 học sinh, lớp 8A có 30 học sinh dự họp mặt. 

12. Đáp số: 63 quả. 

13. a. Gọi số cỏ có sẫn ừên mỗi cánh đồng là 1 (phần diện tích), số cỏ mọc 
thêm ứong mỗi tuần trên mỗi cánh đồng bàng y lần số cỏ cỏ sẵn. 

Số cỏ 9 con bò án trong 2 tuần ở cánh đồng I bằng 1 + 2y lần số cỏ có 

sẵn, do đó mỗi con bò ừon g một tuần ăn: ^ 4 ~~ lần số cỏ có sẵn. (1) 

Số cỏ 6 con bò ăn trong 4 tuần ờ cánh đồng II bằng 1 + 4y lần số cỏ có 


A 


'0 G 


*• M \ 1 + 4y , r £ 

mối con bò ừong một tuân ăn: --- lân sô cỏ có săn. (2) 

6.4 
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T , _ l + 2 y 1 + 4y 1 

lư 1 ) và ( 2 ) suy ra — = ——— , từ đó y = - 7 . 

J 18 24 4 

Số cò mọc thêm trong một tuần bàng -ị số cỏ ban đầu. 

4 

. . X , , , ,. ,, ỵ M. . A A , 1 + 4y 1 + 6 y 

h. Gọi sô bò phải tìm là X. Lặp luận tương tự ta có — —- 7 ^ = - -. 1 hay 

6.4 6 x 

y = -7 vào phương trình, ta được X = 5. Vậy 5 con bò ăn hết số cỏ có sẵn 
4 

và số cỏ mọc thêm của cánh đồng III trong 6 tuần. 

14. Dáp số: 36 con bò. 

15. Gọi thời gian phải tìm là X (phút). Ta gọi thời gian người du lịch đi từ A 
đến B là a phút. Xét các xe buýt đi theo chiều từ B đến A: trong a phút đi 

từ A đến B người đó gặp xe ngược chiều chạy lại, trong a phút đi từ 

A đến B người đó gặp -^7 xe cùng chiều vượt qua (đi từ B đến A). 

15 

Như vậy trong 2a phút có + ^7 xe đi qua A theo chiều từ B đến A. 

ni __. ,, 2 a a a 2 11 

Phương trình: — = — + — o — = —- + —-ox = 12. 

X 15 10 X 15 10 

Cứ 12 phút các xe buýt lại lần lượt rời bến. 

Chú ý: Giải bằng phương trình số học: Giả sử người du lịch đi từ A đến B 
trong 30 phút rồi đi từ B về A ừong 30 phút nữa thì người đó gặp 30 : 10 = 3 
xe đi ngược chiều (đi từ B đến A) và 30 : 15 = 2 xe đi cùng chiều (đi từ B 
đến A). 

Vậy cứ 60 phút có 3 + 2 = 5 xe đi từ B đến A qua địa điềm A. Do đó cứ 
60 : 5 = 12 phút lại có hai xe cùng chiều rời bến. 

16. Gọi c và D là nơi ô tô gặp người đi xe máy lần thứ nhất và lần thứ hai. 
Gọi quãng đường CD là X (km). 

Quãng đường AC dài: 40 km X ỉ = 10 km . 

4 

Thời gian người đi xe máy đi từ c đến D là (giờ) 

Trong thời gian đó, ô tô đi đoạn CA, AD và nghỉ 15 phút. 

— . 1 _ . , X 10 + 10 + x 1 

Ta có phương trình: —7 =- 7 --+ —. 

* 40 50 4 

130. Quãng đường AB dài: 10 + 130 + 20 = 160 (km). 
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17. a) Gọi thời gian nước chảy vào từ lúc bề cạn đến lúc mức nước ngang 
chỗ đặt vòi chày ra là X giờ. 

1 2 

Trong 1 giờ, vòi chảy vào được —^ (bê) 

1,5 3 

2 1 , 

Trong 1 giờ, vòi chảy ra được: ^: 2 = -- (bê) 

3 3 

2 11 

Neu mở cả hai vòi, lượng nước chảy vào bể trong 1 giờ là — - ^ (bê). 

3 3 3 

Trong X giờ đầu, chi có vòi chày vào làm việc, nên lượng nưởc chảy vào 

bể là ^.x (bể). 

3 

Trong 2 giờ 42 phút - X giờ (tức 2,7 giờ - X giờ) còn lại, cả hai vòi làm 

việc nên lượng nước chảy vào bể là -^(2,7 - x) (bể) 

3 

2 1 / 

Ta có phưomg trình: -Ẹ-x + -H2,7-x) = 1 . Do đó x = 0,3 (giờ). 

3 3 

Vậy thời gian nước chày vào từ lúc bề cạn đến lúc mực nước ngang chỗ 
đặt vòi chảy ra là 0,3 giờ hay 18 phút. 

b) Theo đề bài, nếu riêng vòi chảy vào làm việc trong 1,5 giờ thì mức nước 
cao 2m. Vậy nếu riêng vòi chảy vào làm việc trong 0,3 giờ thì mức nước 
2m x0,3 


cao 


1,5 


= 0,4m. 


Do đó khoảng cách từ chỗ đặt vòi chày ra đến đáy là 40cm. 

18. Gọi chiều dài toàn bộ đoạn đường phải sửa là X (m). 

Đoạn đường đội 1 nhận dài 10 + 0,l(x-10) (m) tức là 0,lx + 9 (m). 

Phần còn lại sau khi đội 1 nhận là X - (0,lx + 9) (m) tức là 0,9x - 9 (m). 
Đoạn đường đội 2 nhận dài 20 + 0,l(0,9x-9-20) (m) tức là 
0,09x + 17,l (m). Vì chiều dài đoạn đường hai đội làm bằng nhau nên 
0,lx + 9 = 0,09x + 17,1. 

Do đó x = 810. Đoạn đường dài 81 Om, mỗi đội phải làm 
0,1.810 + 9 = 90m . số đội tham gia sừa đường là 810: 90 = 9 (đội). 

Chú v: Nếu đề bài cho thêm “đoạn đường được chia vừa hết” thì còn có 
thế giải như sau: 

Gọi số đội tham gia sừa đường là X. Do đoạn đường được chia vừa hết 
nên đội cuối cùng nhận lOx (m), chiều dài toàn bộ quăng đường là 1 Ox 2 (m). 

Chiều dàị^toạn đường đội 1 nhận là: 10 + ^ = 10 + X 2 - 1 

lài đoạn đường mỗi đội nhận bằng nhau nên: 
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l( + x 2 -l=10x <=> x' 2 - 1 = 10(x-l) co (x-l)(x-9) = 0 


D< X * 1 ncn X = 9 . 

V;y có 9 đội tham gia sửa đường. 

Ci quãng đường dài: 10.9 2 = 810(m). 

19. ( GÚ X là kết quả của mỗi số sau khi đã thay đổi. 


Tỉ có phương trình: (x - 2) + (x + 2) 4- + 2x = 45 =o X = 10. 

2 ' 

v»y, bốn số ban đầu là 8; 12; 5; 20. 

20. ‘Gù số phải tìm là abcde = X . Ta có: 

alcdel = 3.1abcde co lOx 4-1 = 3.(100000 + x) co X = 42857 

21. 'Gù vận íốc dự định di AB là X (km/h). 


Tí có phương trình: 


30 30 60 

X +10 x - 6 X 
60 


Tlời gian ô tô dự định đi AB là: ^ = 2 (giờ). 


22. -5 ỊÌỜ và 10 giờ. 

23. :24)0 quả. 


Một sô bài toán tự giải 

1. IM)t ca nô xuôi khúc sông dàị 40km rồi ngược khúc sông ấy hết 4 giờ 
mới. Biết thời gian ca nô xuôi 5km bàng thời gian ca nô ngược 4km. 
Tỉih vận tốc dòng nước. 


2. Tiồi hai anh em cộng lại bàng 12. Tuổi anh hiện nay gấp đôi tuồi em. 
Tíih tuôi mỗi người hiện nay. 

3. 1Đ» chở một số vật liệu đén công trường, phải điều động 30 xe loại nhỏ 
llàn 8 giờ và 9 xe loại lớn làm 6 giờ. Néu điều 30 xe loại nhò làm 6 giờ 
wà9 xe loại lớn làm 8 giờ thì mới chở được 13/15 số vật liệu. Hỏi 30 xe 
lloâ nhỏ chở hết số vật liệu trong bao lâu? 

4. 7Tmg hai cạnh của hai khối lập phương bàng 15cm, tống các diện tích 
ttom phần của chúng bằng 750cm 2 . Tính thể tích mỗi khối lập phương. 

5. (C( ba thùng đựng nước. Lần thử nhất, người ta đổ ở thùng 1 sang hai 
tthing kia một số nước bằng số nước ở mỗi thùng có lúc đó. Lần thứ hai, 


mgrời ta dô ở thùng 2 sang hai thùng kia một sô nước gâp đôi sô nước ở 
mui thùng có lúc đó. Lần thứ ba, người ta đồ ở thùng 3 sang hai thùng 
Iki; một số nước bằng số nước ở mỗi thùng có lúc đó. Cuối cùng mỗi 
tthina đếu có 24 lít nước. Tính số nước ở mỗi thùng lúc đầu. 
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6 . Một cánh đồng cỏ dày như nhau, mọc cao đều như nhau trên toàn bộ 
cánh đồng và trong suốt thời gian bò ăn cỏ trên cánh đồng ấy. 

Biết rằng 9 con bò ăn hết cỏ của cánh đồng trong 2 tuần, 6 con bò ấn hết 
cỏ của cánh đồng trong 4 tuần. Hỏi bao nhiêu con bò ãn hêt cỏ của cánh 
đồng trong 6 tuần. 

7. Ba tổ công nhân phải làm một số dụng cụ như nhau theo định mức. Do 
làm vượt mức quy đinh nên tồ 1 được thưởng 90đ, tổ 2 được thưởng 
120đ, tổ 3 được thưởng 330đ. Tồ 3 làm được 75 dụng cụ, bằng tồng số 
dụng cụ hai tồ kia đã làm. Tính xem số dụng cụ mỗi tồ phải làm theo 
định mức và tiền thưởng cho một dụng cụ vượt định mức là bao nhiêu? 

8 . Tìm một số có 4 chữ số thỏa mãn tất cả các điều kiện sau: 

a) Chữ số hàng nghìn và hàng ứăm giống nhau. 

b) Chữ số hàng chục và hàng đơn vị giống nhau. 

c) Số đó có thể viết được thành một tích cùa 3 thừa số, mỗi thừa số đều là 
số có 2 chữ số và chia hết cho 11. 

9. Tìm một số chính phương có 4 chữ số, biết rằng nếu mỗi chừ số giảm đi 
một đơn vị (mỗi chữ số của số chính phương này đều lớn hơn 0), thì 
được một số mới cũng là số chính phương. 

Nếu thêm 3 vào mỗi chữ số của một số chính phương có 4 chữ số (mỗi 
chữ số của số chính phương này đều nhỏ hơn 7) thì lại được một số chính 
phương. Tim hai số chính phương đó. 

10. Tìm một số có hai chữ số, biết ràng bình phương của số đó trừ đi bình 
phương của số gồm chính 2 chữ số đó viết theo thứ tự ngược lại là một 
số chính phương. 

11. Một phép chia có thương là 12 và số dư là 185. Có thể thêm vào số bị 
chia và số chia cùng một số tự nhiên nào để thương của phép chia vẫn 
không thay đổi. 

12. Tìm số của hai chữ số sao cho tỉ số giữa số đó với tồng các chữ số của nó 
có giá trị: 

a) Nhỏ nhất. b) Lớn nhất. 

13. Người ta chia một đoạn thẳng dài 12cm thành ba phần và dựng ba hình 

là ba đoạn ấy. Tìm giá trị nhỏ nhất của tồng các diện tích 
dựng được. 
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§6. Bất phưong trình bậc nhất 



b<a < b 




5). a|<|6| o a 2 <b 2 o 
Biến đổi bấtphựcmgtrmỉt 


ÌẼẩSlẼÌÌ 


(>K» • vũ-tìnvĩ. ỉ J 


ị thửcầỊs 


mmiMịỆ 


Cùng dấu với a với các giả trị của X, 
Trải dấu với a với các giá trị cùa xn 


hom nghiệm của nhị thức. 


Một số kiến thức cơ bản 

i- — __— - 


1. Bất phmmg trình bậc nhất một ẩn là bất phương trình cỏ dạng CDC + b > 0 
(hoặc ax + b < 0, ax + b < 0), trong đó X là ẩn, avàb là cả số đã cho, aỶO. 

2. Hai bất phương trình được gọi là tương đương nếu chúng có cùng một 
tập nghiệm. 

3. Khi giải một bất phương trình, ta có thể: 

- Chuyền một hạng tử từ ve này sang vế kia và đổi dấu hạng tử đó. 

- Nhân (hoặc chia) cả hai vế với cùng một số dương. 

- Nhân (hoặc chia) cả hai vế với cùng một số âm và đổi chiều của bất 
phương trình. 

Ghi nhớ quan trọng: 

Trong khi giải các bất phương trình có ẩn ở mẫu thức, không được khứ 
mẫu thửc. Ta làm như sau: 

- Chuyến tất cả các biểu thức về vế trái (vếphải là 0). 

- Quy đồng mẫu thức trong vế trái. 

- Lập bảng xét dấu. 

4. Một số kiến thức khác 

bi ỏ- 
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Các dạng bài tập cơ bản 

Dạng 1: Giải bất phương trình 

Khi giải một bắt phương trình, ta có thế: 

- Chuyển một hạng từ từ vế này sang vế kia và đổi dấu hạng tử đỏ . 

- Nhân (hoặc chia) cả hai vế với cùng một sổ dương. 

- Nhân (hóặò chia) cả hái vế với cùng một số ảrh và đổi chiều của bất 

_ » _ _ - _ f_ 



ơ - ự\ x Ạ^ẵ 
Trường hợp 2: 

t à. Với a là Sổ dương, ta có: |/'(x)| 
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Dạng 4 Giải bất phương trình có chứa ấn ở mẫu so 

7roìg khi giải các bất phương trình có ẩn ở mau thức , không được khứ 
nơi thức. Ta làm như sau: 

- Cỉuyén tắt cả các biểu thức về vê trái (vế phải là 0). 

- Qy đồng mẫu thức trong vế trái. 

- Lọ bảng xét dấu. 

Dạn* $ Giải bất phương trình tích 
Dạng c Giải bất phương trình dạng khác 

Có nhiều trường hợp để giải phương trình f(x, y...) = 0, ta lại chứng 
mih bắt phương trình ĩ (x,y...) £ 0 hoặc ĩ (x, y...) £ 0 và chi ra điều kiện 
cầr và đù đế xảy ra đẳng thức. 

Các ú dụ minh họa 

Dạng ; Giải bất phương trình 


Ví du ; Tìm số nguyên X thỏa mãn cả hai bất phương trình: 



5 2 


2x - 5 3-x 


Giải 


Ta ó — - > — + 0,8 o X > 12 và 


5 2 


nên X = 12. 

Vi dụ j Tìm số nguyên X thỏa mãn cả hai bất phương trình: 

2(3x - 4) < 3(4x -3) + 16 và 4(1 + x) < 3x + 5. 

Giải 



Ta ó 2(3x-4) < 3(4x-3)16 o X >và 

2 


4(]f x)<3x + 5ox<l và xe z nên X e {—2; —1;0}. 


T7/ , ui* -u __ ' 1 X + 2 X + 5 X + 8 X + ll 

Vỉ dụ J Uiai bât phương trình: - + — —— > — —— 4 - — 


89 86 83 80 

Giải 



10 mỗi phân thức rồi đặt nhân tử chung: 
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89 86 83 80; 

Dạng 2: Giải bất phương trình có chứa tham số 
Vỉ dụ 1: Giải bất phương trình: ax 4- 4 > 2 x 4- a 2 . 

Giải 

ax + 4 > 2x + a 2 ; (a - 2) X > a 2 - 4 (1) 

' a 2 — 4 

Nêu a > 2 thì X > — — -- <=> X > a + 2 

a -2 

Nếu a = 2 thì (1) ừở thành Ox > 0 (vô nghiệm) 
Nếu a<2 thì X < a + 2. 


Vi dụ 2: Giải bất phương trình: — -I- a > X -I-1 với a > 1. 

a 

Giải 

Do a > 1 nên ta nhân hai vế của bất phương trình với số dương a, ta được 
bất phương trình tương đương : 
x + a 2 >ax + a; x-ax>a-a 2 ; (l -a)x > a(l -a) 

Vìa>l <=> 1 - a < 0 nên X < a . 

Vậy, với a > 1, bất phương trình đã cho có nghiệm X < a . 

a > -2 
a * 0 


Vi dụ 3: Giải bất phương trình: (a +1) X + ——- > — với - 

a a 


Giải 

Ờ bài này không nên nhân hai vế của bất phương trình với mẫu số chung 
là a, vì phải xét trường hợp a > 0 và a < 0. Nên viết bất phương trình đã 

11 2 

cho trở thành: (a + l)x + x-—>— o (a + 2 )x> —. 

a a a 


Vì a + 2 > 0 nên X > 


a 


(a + 2 ) 


. Vậy, với a > -2 và khác 0, nghiệm của 


bất phương ưình là X > 


a(a + 2 ) 

Vỉ dụ 4: Giải bất phương trình vởi m là hằng số: mx +1 £ m 2 + X. 

Giải: 

Biến đồi tương đương: 

mx +1 > m 2 4 X o mx -X >m 2 -lo(m-l)x>m 2 -1. (1) 

Nếu m thì nghiệm của bất phương trình là: X > m + 1. 

thì nghiệm cùa bất phương trình là: X < m 4- 1. 
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Ncu m -= 1 thì (1) có dạng 0x>0: nghiệm của bât phương trình là mọi 
giá trị X. 

Vi dụ 5: Giải bất phương trình với a là hằng số : — — 4- ax > ----- - - 2x 


a 


a 


Giải: 


Điêu kiện xác định của bât phương trình là a ị 0. Biên đôi bât phương 

xì X 2 2 1 1 

trình: — 4- — 4-ax> — 4- — -2x <=> ax + 2x > — - — <=> (a + 2) X > — . 

a a a a a a a 


Nét a > -2,a * 0 thì nghiệm của bất phương trình là x 


1 


> 


(a + 2) 


a 


Nếu a < -2 thì nghiệm của bất phương trình là x < — ^ . 

a(a + 2) 

Nết a = -2 thì (1) có dạng Ox > - ỉ nghiệm đúng với mọi X. 

2 

Vỉ dụ 6: Giải và biện luận: (m - 2) X > (2m -1) X - 3 (m là tham số). 

Giải 

(m - 2) X > (2m -l)x-3o(m + l)x<3 

3 

a. ni 4 1 * 0 : m > -1 (m + 1 > 0): X < 


m 4-1 


m V. -l(m 4- 1 < 0) : X > 


m +1 


b. m +1 = 0 

(m = - l) bât phương trình có dạng: o.x < 3, được nghiệm với mọi X. 

Vi dụ 7: Giải và biện luận bất phương trình: - m ^ x ^ * x m ^ x + * 
là tham số) 

Giải 


6 


+ 


(m 


m(x -2) + 2(x -m) > 3(x + 1) o mx -2m + 2x - 2m > 3x 4- 3 
Ci> m - 1) X > 4m 4- 3 

4m 4- 3 


a. m -1 > 0(m > 1): X > 

b. m -L < 0(m < l): X < 


m -1 
4m 4- 3 



m - 1 

Ệịm = l): Ox > 7, vò nghiệm. 
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Vi dụ 8. Giải bất phương trình: X + ——- < - (a - 2) X với a là số đi biết. 

a a 

Giải: 

Không nên nhân hai vế của bất phương trình với a, vì như vậy phải xét 
hai trường hợp a > 0 và a < 0. Chuyển vế, ta được: 

(a -2)x + X< —--—- o (a-l)x< — (1) 

a a a 

2 

Neu a > 1 thì X < — — là nghiệm của bất phương trình. 

a(a-l) 

, 2 , 

Nêu a < 1; a * 0 thì X > là nghiệm của bât phương trình. 

a(a-l) 

Nếu a = 1 thì (1) có dạng Ox < 2, nghiệm đúng với mọi X. 

Vỉ dụ 9. Giải bất phương ừình: X 4- - (a - 2) X với a là số đi biết. 

a a 

Giải: 

Không nên nhân hai vế của bất phương trình với a, vì như vậy phải xét 
hai trường họp a > 0 và a < 0. Chuyển vế, ta được: 

(a-2)x + x<—--——- <=> (a-l)x< — (1) 

a a a 

Nếu a > 1 thì X < — - — ■ là nghiệm của bất phương trình. 

a(a-l) 


Nêu a < 1; a^o thì x> - - — - - là nghiệm của bảt phương trình. 

H*- 1 ) 

Nếu a = 1 thì (1) có dạng Ox < 2, nghiệm đáng với mọi X. 

Dạng 3: Giải bất phương trình cỏ chứa dấu giá trị tuyệt đối 
Vi dụ 1: Giải phương trình: |x - 5| + |x Ỷ 3| = 3x -1. (1) 


Giải: 


Lập bảng xét dấu các nhị thức X - 5 và X + 3 : 


X 

-3 5 

X - 5 

— 

- 0 + 

x + 3 

- 0 + 

+ 


X < -3: phương trình (1) có dạng:(5-x)-(x + 3) = 3x-l,tìn được 
i vì giá trị này không thuộc khoảng đang xét. 
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b. -3 <; X < 5 : phương trình (1) có dạng: (5 - x) + (x + 3) = 3x -1 o -3x = -9, 
tìm dirợc X = 3, thuộc khoảng đang xét. 

c. X >5: phương trình (1) có dạng:(x -5) + (x + 3) = 3x - 1 o -X = l,tìm 
được X — — 1, không thuộc khoảng đang xét. 

Kết luận: s = {3}. 

Vi dụ 2: Giải phương trình: |2x -1| + |2x — 5| = 4. 

Giải 

Cách 1. a. Xét khoảng X < (1) có dạng: 

2 

1 - 2x + 5 - 2x = 4, tìm được X = ỉ không thuộc khoảng đang xét. 

2 

1 5 

b. Xét khoảng -- < X < (1) có dạng:2x -l + 5-2x = 4<=>0x = 0. 

2 2 

Phương trình nghiệm đúng với mọi X thuộc khoảng đang xét, tức là: 

15 

^<x<^. 

2 2 

5 

c. Xét khoảng X > — , (1) cỏ dạng: 

2 

5 

2x -1 + 2x - 5 = 4, tìm được X = ^, không thuộc khoảng đang xét. 

2 

Kết luận: s = |x I — < X < ^ j 

Cách 2. Áp dụng hai lần bất đẳng thức Ị A| > A (xảy ra đẳng thức khi và 
chỉ khi A > 0), ta có: |2x-l| +|5-2x| > (2x -1) + (5 - 2x) = 4. 

Theo đề bài, phải xảy ra đẳng thức, do đỏ: 


2x -1 > 0 
5 - 2x > 0 


o 


_ 1 

x >7- , _ 

2.1_5 

^52 2 

x ^ ^ 

2 


Vỉ dụ 3. G^ải phương trình: ||x| - 3| = X +1. (1) 

Giải 

a. Xét khoáng x>0, (1) có dạng: |x-3| = x + l. (2) 

Lại xét hai trường hợp :Với X > 3, (2) có dạng X - 3 = X +1, vô nghiệm. 
v<ới 0 3, (2) có dạng 3-x = x + lox = l, thuộc khoảng đang xét. 
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b. Xét khoảng X < 0, (1) có dạng |-x-3| = X + ltức là:|x + 3| = X + 1. (3) 

Lại xét hai trường hợp: 

Với -3 < X < 0, (3) có dạng X + 3 = X + 1, vô nghiệm. 

Với X < -3, (3) có dạng -X - 3 = X +1 <=> X = -2, không thuộc khoảng 
đang xét. 

Kết luận: s = {1}. 

Vi dụ 4 . Giải bất phưomg ừình: |x| - x + 2 < 2 |x - 4|. 

Giải: 

Lập bảng xét dấu các biểu thức X và X - 4 : 


X 

0 4 

X 

-0+1 + 

x-4 

— 

+ 

o 

1 


a. Xét khoảng X < 0, (1) có dạng: -x -x + 2 < 2(4- x) o Ox ^ 6, 

Nghiệm của bất phương trình (1) thuộc khoảng đang xét là X < 0 

b. Xét khoảng 0 < X < 4 ,(1) có dạng X - x + 2 ^ 2(4 - x) 

X ^ 3. 

Nghiệm của bất phương trình (1) thuộc khoảng đang xét là: 0 < X < 3 

c. Xét khoảng X £ 4, (1) có dạng: x-x + 2^2x-8ox>5 
Thỏa mãn điều kiện X £ 4. 

Kết luận: nghiệm của bất phương trình đã cho là X < 3; X ^ 5. 

Vỉ dụ 5: Giải bất phương trình: 3|2x -1| < 2x +1 (1) 

Giải 

Cách 1 (theo phương pháp chung): 

a. Xét khoảng x < i (1) có dạng: 

2 

3(1 -2x) < 2x +1 <=> 3-6x < 2x +1 o -8x < -2 o X > -ì. 


Nghiệm của bất phương trình thuộc khoảng này là 


11 

— <x<—. 
4 2 


b. Xét khoảng x > (1) có dạng: 

2 


2x + l«6x-3<2x + lo4x<4ox<l. 


-BLHSGT8- 







Nghiệm của bất phương trình thuộc khoảng này là — < X < 1. 

2 


, 1 
à 

, 1 


Két luận: nghiệm của bất phương trình đã cho là -- < X < 1. 

4 


Cách 2: (Biến đồi thành bất phương trình tương đương theo dạng lb); 
3|2x - ll < 2x 4 -1 o 


3(2x -1) > -(2x 4-1) | 6 x - 3 > -2x -1 

3 (2x -1) < 2x 4 -1 [ 6 x - 3 < 2x 4 -1 


(8x > 2 

o < . c^> < 

4x < 4 


X > -7 1 

4 <=> — < X < 1. 

X < 1 4 


Vi dụ 6. Giải bất phương trình 2|x -1| < X + 1 . 

Giải: 

Bất phương trình đã cho tương đương với: 

-X-1 < 2(x -1) 

<=> « 

2(x - l) < X 4- 1 

Dạng 4: Giải bất phương trình cỏ chứa ẩn ở mẫu số 

, 1 — 5x 

Vi dụ 1: Giải bât phương trình: -—— > 1. 


-X -1 < 2x - 2 [-3x < -1 1 

o ( „ <=>^<X<3. 

2 x- 2 <x 4-1 x<3 3 


Điều kiện xác định: X * 1. 


X — 1 

Giải: 


l-5x. l-5x 1 ^ n _l-5x-x4-l^__2-6x^__l-3x^^ 
> 1 <^>-—— -l>0o ———-— > 0 o — — > 0o —— > 0. 


X — 1 


X — 1 


X — 1 


X — 1 


X — 1 


X 

I 1 

3 

1 - 3x 

+ 0 - 

X- 1 

- 0 + 

(l-3x) (X- 1) 

+ + 


Nghiệm của bất phương trình là ì < X < 1. 

3 


Vỉ dụ 2: Giải bất phương trình: 


X 4- 5 


<0 


(x-7)(3-4x) 

Giải 

X + 5 có nghiệm X = -5 ; X - 7 có nghiệm X = 7 


nghiệm X = ^. 
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Ta có bảng xét dấu: 


X 


-5 


3 

4 

7 


X + 5 

— 

0 

+ 


+ 

+ 

x-7 

— 


— 


0 


3-4x 

+ 


+ 

0 

— 

— 

Thương 


0 

— 

II 

+ II 

* 


, 3 

Kêt quả: -5 < X < hoặc X > 7 


Chú ý: Dấu II chỉ rằng tại các giá ừị -ệ; 7 thi thương không xác đnh. 

4 

Ví dụ 3: Giải bất phương trình: — * - > - " — (1) 

3 — 5x 2x + 3 

Giải 

1 1 , x 
(l) ———— > 0 . Quy đồng mẩu thức, ta có: 

3 — 5x 2x + 3 

(2x + 3)-(3-5x) 7x 

— 7Z -1—\ / '-“T— > u <-> —-—— 7“-— > u 

(3 - 5x)(2x + 3) (3 - 5x) (2x + 3) 

Lập bàng: 


X 

3 

2 


0 


3 

5 


7x 

— 

— 

0 

4- 

1 

-t 

CO 

1 

Oi 

X 

+ • 1 

+ 


+ 

0 

— 

2x + 3 

0 


0 

+ 

1 

■4 

Thương 

+ II 

— 

0 

+ 

II 

- 


Kết quà: X < ~ hoặc 0 < X < ^ 
2 5 

3 3 

2 0 5 


5 : Giải bất phương trình tích 
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Giải 


c 2 - 2x 4-1 < 9 <=> ( 

< X - 1 < 3 <=> -2 

ỉiến đồi thành bât 
ỉx -8 < 0 <=> (x + 2 
ảng xét dấu các n 

X -1) 2 < 9 o |x -1| < 3 

c x < 4. 

phương trình dạng tích: 

)(x - 4) < 0. 

lị thức X + 2 và X - 4 : 


X 

-2 4 


X-T 2 

- 0 + 

+ 

X - 4 

- 0 

4- 

(X + 2HX-4) 

+ 0-0 

+ 


Ngliệm của bât phương trình là -2 < X < 4. 

Vi dụ 2: Giải bất phương trình: (2x + l)(3 - 2x)(l - x) > 0 

Giải 

Ta ập báng xét dấu: 2x +1 có nghiệm X = ~ 

2 

3 

3 -Ix có nghiệm X = ^ ; 1 - X có nghiệm X = 1 

2 


X 

-i 1 1 

2 2 

2x + 1 

- 0 + + 

+ 

3 - 2x 

+ 

+ + c 

- 

1 — X 

+ 

+ 0 - 

Tích sc 

- 0 + 0 0 + 


Vậ’ tập họp nghiệm của bất phương trình là hai khoảng: 
Biéi diễn trên trục số: 


— <x<l;x> 
2 


Ví dụ J Giải bất phương trình: X 2 - 5x + 6 < 0 (1) 

Giải 

X 2 - 5x + 6 = (x - 2)(x - 3). Vậy (1) o (x - 2)(x - 3) < 0 
Ta:ó bảng: 



2 3 


c-2 

- 0 + 

+ 

c-3 

— 

+ 

n ịchf m 

+ 0 - 0 + 
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Kết quả: nghiệm của (1) là: 2 < X < 3 
? 3 


Dạng 6: Giải bất phương trình dạng khác 

Vỉ dụ 1: Giải phương trinh: x 2 +y 2 +z 2 =x(y + z). 

Giải: 

Trước hét chứng minh rằng: X 2 + y 2 + z 2 £ xy + xz (1) 
Bất đẳng thức (1) tương đương với: 

2x 2 + 2y 2 + 2z 2 - 2xy - 2xz > 0 o (x - y) 2 + (x - z) 2 + y 2 + z 2 

Xảy ra đẳng thức (2), tức là ở (1), khi và chỉ khi X = y = 
nghiệm của phương trình. 

Vỉ dụ 2 ỉ Kí hiệu [a] (phần nguyên của a) là số nguyên lớn nhai 


quá a. Tìm X biết rằng: 


3x -5 


= x . 
Giải: 


* 9 / 

Theo đê bài, X là sô nguyên lớn nhât không vượt quá 


, 3x -5 


Do đó 


3x - 5 


= X » 


r\ - 3x 5 t f+\ 

0 < —--X < 1 (l) 


X € z 

Giải bất phương trình (1): 


( 2 ) 


0 £ - 4* ã <1 o0í -4x -5<7o5^ -4x < 12 o > X > 
7 4 

Theo (2), xeZ do đó X = -2. 

t 1 


Vi dụ 3 : Cho biểu thức: A = 
a. Rút gọn biểu thức A. 


+ 


5-x y l-2x 


1 — x x + 1 l-x 2 yx 2 -l 

b. Tìm X để A > 0. 

Giải 


A 2 1 

a. A = -——với x^±l;x^~. 
l-2x 2 


b. A>0khi x^-l<y. 

2 

Vỉ dụ 4: Cho biểu thức: B = 


a. Rút utìỢSPbiểu thức B. 


n 


\ ( 2 

X 


3 X 2 -3x 



x 1 
27 -3x 2 + x + 3 


b. Tìm X đề B < -1. 


>0 ( 2 ) 
z = 0. Đó là 

t không vượt 
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Giải 


X 4- 3 , . _ 

a. B = - —— với X * 0, X * ±3. 


b. B -1 <=> 


X + 3 


<-l 

X <=> 


- — <0 [x >0 
x*±3 N* 3 


v x * 0;x * ±3 

Vi dụ 5 : Tìm giá trị của m đê nghiệm của phương trình sau là sô dương: 
n +1 


1-1 


= 1 - m. 


Giải 


Eiẽu kiện xác định: X* 1. Đưa phương trình vê dạng (l -m)x = 2. 

Nêu m = 1, phương trình vô nghiệm. 

, 2 . 

Nêu m * 1 thì x = ———. Giải điêu kiện l + m^o được m * -1 

1 - m 


2 

Nghiệm cùa phương trình là X = ——— vc 

1 - m 

Phương trình có nghiệm là số dương c=> I 


với m * ±1. 


m < 1 
m * -1 


Bài tập vận dụng 

1. Giải bất phương trình: ax +1 ax ~ 1 


với a > 1. 


a +1 


b. |x| -2|x +1| + 3|x + 2| = 0; 
d. |x + l| + |x + 2| + |x + 3| = 4x. 


a -1 

2. Giải phương trình: 

a. |x|-2|x -2| + 3|x-3| = 4; 

c. jx|-2|x-l| + 3|x-2| = 4; 

3. Giải phương trình: 

a. X |x + 3| - |x 2 + x +1| = 1; 

b. ỊxỊ 3 -3|x| + 2 = 0. 

4. Rút gọn biều thức rồi tìm giá trị của biến để biểu thức: 
X 2 -4x + 4 


a) A = 


b) B = 


X -2x 2 -4x + 8 


có giá trị dương; 


x 3 -8 x 2 -2x + 4 


X + 2 X 3 + 8 


X 2 -4 


X + 2 


có giá trị âm. 


5. Giải bất phương trình: ax - b > bx + a 

6. Tìm các giá trị của X thỏa mãn cả hai bất phương trình: 

a) 2ặ X + 4 và X + 3 < 3x - 5 

1 X + 3 và 4x + 1 < 6x - 9 
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7. Ký hiệu [a] là số nguyên lớn nhất không vượt quá a (như vậy nếu [a] = n 


thì n là số nguyên 0 ^ a - n < 1) 
Giải các phương trình: 


a) 


3x + 7 
12 


= x; 


b) 


4x -1 


= x; 


c) 


3x +1 


Hướng dẫn và đáp số 

1. Nhân hai vế của bất phương trình với (a -1) (a + l) > 0. 
Đáp số: X >-l. 


= 2x -1 


9.9 

2 . a. —và b. -2; c. X = 4;0 £ X £ 1. 

4 2 

d. Không nên máy móc xét các khoảng giá trị của X. Chú ý rằng vế trái của 
phương trình không âm nên vế phải không âm, do đó X > 0. Phương 
trình trở thành x + l + x + 2 + x + 3 = 4x. Từđóx = 6. 

3. a. Chú ý rằng X 2 4- X 4-1 > 0. Đáp số X = 1 . 
b. Đặt y = |x| >0. Đáp số X =± 1. 


4 . a) A = ——— với x * 2 
X 4- 2 


A > 0 <=> ——- >0 và x * 2 o X > -2 và X * 2 . 
X + 2 


b) B =-ì— với X * 2. B < 0 o X > -2; X * 2 . 

X + 2 

5. Nếu a > b thì X > a * - 

a -b 

Nếu a < b thì X < 

a - b 

Neu a = b thì Ox > 2b, nghiệm đúng với mọi X nếu b < 0, vô nghiệm 
nếu b £ 0. 

6. a) 3 < X < 4 ; b) x > 5 . 


7. a) Giải bất phương trình 


0 < 


3x + 7 
12 


- X < 1 với X là số nguyên, ta được 


5 7 

~ < X ^ ; và X e z, do đó X = 0 . 

9 9 

b) X = -1 . 

c) Giải bất phương trình: 0 < + 1 - (2x -1) < 1 (1) với 2x -1 e z (2) 

5 

Nghiệm của (1) là — < X <^. Từđó ~ <2x-1 <Ệ. 
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§7. Các bài toán về sỗ học 


Các liến th ức cơ bản _ 

Tính ihia hết 

Định ighĩa: Cho hai số nguyên avàb trong i f ó b *0. Ta nói a chia hết cho 
b téu thương của phép chia a cho b bằng một số nguyên k Nói cách 
khcc, số nguyên a chia hết cho số nguyên b * 0 nếu tìm được so nguyên 
ksỉo cho a = bk. 

Các tỉìh chất về chia hét: 

1. SỔI chia hết cho mọi so b * 0. 

2. Nết a chia hết cho b, b chia hết cho c thì a chia hết cho c (tính chất bắc 
cầt). 

3. ' Nét a và b cùng chia hết cho m thì a + b chia hết cho m, a-b chia hết 

chem. 

4. Nết một trong hai số avàb chia hết cho m, sổ kia không chia hết cho m 
tỉhìdL + b khàng chia hết cho m, a - b không chia hết cho m. 

5. Nết tổng hai sổ chia hết cho m và một trong hai sổ đó chia hét cho m thì 
SỈO 'òn lại cũng chia hết cho m. 

6. Nết a chia hết cho m, b chia hết cho n thì a.b chia hết cho m.n. 

Hệquă: Nếu a chia hết cho b thì cT chia hết cho b n . 

Ũ. 'ỉếu một thừa sổ của tích chia hết cho m thì tích chia hét cho m. 

2. lếu a chia hết cho mvàn thì a chia hết cho BSCNNcủa m và n. 

(Clbng minh: a chia hết cho m vàn nên a là bội số chung của m và n. Do 
đói chia hết cho BSCNN của mvàn. 

Bỉịquả: Nếu a chia hết cho hai số nguyên tổ cùng nhau mvàn thì a chia 
thểicho mn. 

Nết ab chia hết cho m, trong đỏ b và m nguyên tổ cùng nhau thì a chia 
thếicho m: 

(£Hmg minh: Phân tích m ra thừa số nguyên tố: m = aỊ' 1 ^ 2 * — a !r 0) 

Whb chia hết cho m nên ab chứa tất cả các thừa sỗ nguyên tố au Ơ 2 , 
ain >ởi số mũ lớn hơn hoặc bằng sổ mũ của các thừa số nguyên tố trong 
(Cl) Nhưng b vàm nguyên tố cùng nhau nên không chứa thừa sổ nguyên 
ttỗ xào trong các thừa sổ au 02 , .... a* Do dó a chứa tất cả các thừa sổ 
caj, 02 , a n với số mù lớn hơn hoặc bằng số mũ của các thừa số nguyên 
ttổ ĩó trong (1), tức là a chia hết cho m. 

IHịquả: Nếu a n chia hết cho số nguyên tó p thì a chia hét cho p. 

(Cà nhận xét sau cũng được dung trong những chứng minh về chia hết: 

11 n rong k số nguyên liên tiếp, có một bội sổ của k 
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2: Khi chia một số nguyên n cho một số nguyên m*ọ xậyra mọt trông 


* *“» 


1®» dạng sau 


mk + i, n 


' chứa it nhất hai tho. 'Hoặc Nểu nhốt q.n + 1 cóH thỏ 


tiên được Đi- Rích- Lê 


mmte. 


■ _ _ nguyên tắc 

ing ứng dụng hết sức bắt ngổ va thú vị. Ta xét một 
những ứng dụng cùa hgứyên tắc Đi- Rich- Lê. 

I Trong ba số nguyên tùy ỷ, có ít nhất hai sổ cỏ 


Trong ba số nguyên tùy ý, 


g tính chất chẵn lẻ. Trong bổn sổ nguyên tùy ý, cỏ ít nhẩt hai số í 
ig sỗ ciu khị chia cho 3 và tổng ỊỊựát: Trọng o +1 số nguyên Ịừy ỷ, cỏ 
ĩt hai số cỏ cùng số dư khi chia chon. 




Các dạng bài tập cơ bản 

rhửhit 


Dạng 4: Cắc bài toán khảc 


mm 

4 





-j wfraiỉăi 'ỉỉ. 1: 

t cùng 







Các ví dụ minh họa 

Dạng 1: Các bài toán chia hết 

Vídụl: Chứng minh rằng với mọi neZ: A(n) = n(n 2 + l)(n 2 + 4):5 


Giải 

Xét mọi trường hợp khi chia neZ cho 5, ta có số dư là r = 0,±1,±2. 

a. r = 0 => n:5 


b. r = ±l=>n = 5k±l => n 2 = 25k 2 ± lOk 4-1 => n 2 +1:5 

c. r = ±2=>n = 5k±2=>n 2 = 25k 2 ± 20k + 4 n 2 4- 4:5 

A(n) là tích của ba thừa số, ừong mọi trường hợp đều có một thừa số 
“10 5. Vậy A(n):5, với mọi neZ (đpcm). 
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Vỉ dụ 2 : Chứng minh rằng: 

a. Trong hai số nguyên liên tiếp, có một và chỉ một sô chia hêt cho 2 . 

b. Trong ba số nguyên liên tiếp, có một và chi một sô chia hêt cho 3 

c. Trong k số nguyên liên tiếp, có một và chi một số chia hết cho k. 

Giải 

a. Hai sô nguyên liên tiếp là n và n + 1. 

Nếu n chia hết cho 2 thì n + 1 không chia hết cho 2. 

Nếu n không chia hét cho 2 thì n + 1 chia hết cho 2. 

b. Ba 5ố nguyên liên tiếp là n, n + 1, n +2. 

Neu n: 3 thì n + 1 và n + 2 không chia hét cho 3. 

Nếu n không chia hết cho 3, thì chia n cho 3, ta có sô dư là 1 hoặc 2: 
n = 3q + l=>n + 2 = (3q + 3):3. Lúc đó n +1 không chia hết cho 3. 

n = 3q + 2=>n + l = (3q + 3): 3. Lúc đó n + 2 không chia hết cho 3. 

Nhi vậy: trong dãy ba số nguyên liên tiếp, bao giờ cũng có một và chi 
mộ: số chia hết cho 3 (đpcm). 

c. k là số nguyên liên tiếp có dạng:n, n + 1, n + 2, n + k-1 (1) 

Ta ;hứng minh hai phân: 

1. Trong dãy (1), bao giờ cũng có một số chia hết cho k. 

Thát vậy, số n có thế viết: 

n = kq + r với 0 < r < k (r là số dư khi chia n cho k). 

- hếu r = 0 thì n chia hết cho k. 

- hếu r * 0, ta xét số: n' = n 4- (k - r). Vì 0 < r < k, nên 0<k-r<k-l, 
Do đó n’ là một số thuộc dãy (1). 

n' = n + (k - r) = (kq + r) -I- k - r = k(q + 1): k. 

Ngiĩa là nếu r* 0 thì n' = n + (k-r)chia hết cho k. 

2. Trong dãy (1) chỉ có một số chia hết cho k. 

Ta :hứng minh điều này bàng phản chứng. 

Gié sừ trong dãy (1) có hai số m và p cùng chia hết cho k, và giả sử m > q. 
The thì hiệu của m -p cũng chia hết cho k. Trong dãy (1), hiệu giữa số 
lón nhất và số nhỏ nhất: 0<m-p^k-l.Và số m-p này không thể 
chii hết cho k. Mâu thuẫn đó (m -pchia hết cho k, đồng thời lại không 

chu hết cho k) chứng tỏ trong dãy (1) có nhiều nhất là một số chia hết 
chc k.Từ hai phần a) và b) ta kết luận được: 

Trcng k số nguyên liên tiép, có một và chỉ một số chia hết cho k (đpcm). 
Vỉ dụ ƠKrng minh rằng: 
ịA aH*cft.ííRa ba số nguyên liên tiếp chia hết cho 6. 
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b. Tích của 4 số nguyên liên tiếp chia hết cho bao nhiêu? 

Giải 

a. Gọi ba số nguyên liên tiếp là n, n + 1 và n + 2. Tích của chúng là: 

A(n) = n(n + l)(n + 2). Ta có 6 = 2.3 (2 và 3 là số nguyên tố). 

Trong hai số nguyên liên tiếp n và n + 1, bao giờ cũng có một số chẵn, 
do đó A(n):2. Trong ba số nguyên liên tiếp n, n + 1 và a + 2 bao giờ 
cũng có một số chia hết cho 3 , nên tích của chúng luôn chia hết cho 3: 
A(n)!3 

A(n):2 và A(n):3, mà (2, 3) = 1 nên A(n):2.3 = 6 (đpcm). 

Chú ý rằng: ba số nguyên liên tiếp có thể là n - l,n và n + 1, như vậy ta 
có: (n-l)n(n + l) = n(n 2 -l) = n 3 -n chia hết cho 6. 

b. A(n) = n(n + l)(n + 2)(n + 3) 

Trước hết, ta thấy rằng trong bốn số nguyên liên tiếp: n, n + 1, n + 2, n + 3, 
bao giờ cũng có một số chia hết cho 2 và một số khác chia hết cho 4. 
Thật vậy: Nếu: n = 2k thì n + 2 = 2k + 2 = 2(k +1) 

Do đó: Khi k chẵn thì ni4 còn n + 2:2 . Khi k lẻ thì n + 2:4còn n:2 
Tương tự như vậy, nếu xét n + 1= 2k thì trong hai số n + 1 và n + 3 có 
một số chia hết cho 4, số kia chia hết cho 2. 

Do đó A(n) = n(n + l)(n + 2)(n + 3):2.4 = 8 

Theo a) thì n(n + l)(n + 2):3. Mà (3, 8) = 1 nên A(n):3.8 = 24. 

VI dụ 4: Chứng minh rằng tích của hai số chẵn liên tiếp chia hết cho 8. 

Giải 

Gọi số chẵn thứ nhất là 2n, số chẵn tiếp theo là 2n + 2 
Tích của chúng là A(n) = 2n(2n + 2). Ta có: 8 = 4. 2 

Do đó ta viết: A(n) = 4.n(n +1). A(n) là tích của hai thừa số: một thừa 

số là 4, chia hết cho 4 và một thừa số là n(n + 1) chia hết cho 2. 

Vì vậy A(n) = 4.n(n + 1):4.2 = 8 (đpcm). 

Ví dụ 5 ĩ Chứng minh rằng lập phương của một số nguyên n bất kì (n > n) 
trừ đi 13 lần số nguyên đó thì luôn chia hết cho 6. 

(Đe thi học sinh giỏi cấp II toàn quốc , 1970) 
Giải 

Ta phải chửng minh: A(n):=n 3 -13n:6 

Chú ý ràng: 13n = 12n + n,mà 12n: 6, ta biết đồi A(n) thành: 

- n) - 12n. 
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Tacó: n 3 - n = n(n 2 -l) = (n-l)n(n + 1) 

Đâ' là tích của ba sô nguyên liên tiếp, tích này luôn chia hết cho 6. A(n) 
là liệu cùa hai hạng tử: n 3 -n và 12n, mỗi hạng từ chia hết cho 6, nên 
• A(i) : 6(đpcm). 

Ví dụ I ; Chímg minh ràng tông lặp phưomg của ba số nguyên liên tiếp chia 
hếicho 9. 

Giải 

Ba số nguyên liên tiêp là n, n + 1, n + 2, ta phải chứng minh: 

A = n 3 + (n +1) 3 + (n + 2) 3 chia hết cho 9. 

Tacó: A = n 3 + (n + l) 3 + (n + 2) 3 = 3n 3 + 9n 2 + 15n + 9 
= In 3 - 3n + 18n + 9n 2 + 9 = 3n(n -l)(n +1) + 18n -f 9 + 9n 2 
n, 1 -1, n 4 1 là ba số nguyên liên tiếp, trong đó một số chia hết cho 3 
V;y: B = 3n(n-l)(n + l):9;C = 18n + 9n 2 +9:9 
A= B + c mà B: 9, c: 9 nên A: 9. 

Chủ ỷ:Để chửng minh một tông không chia hêt cho m, ta chứng minh một 
hạig tứ nào đỏ không chia hết cho m, còn tát cả các hạng tử khác đểu 
cha hết cho m. 

Ví dụ Chứng minh ràng: n 2 + 4n + 5 không chia hết cho 8 với mọi số n lẻ. 

Giải 

Đặ n = 2k + 1, ta có: n 2 + 4n + 5 = (2k + l) 2 + 4(2k +1) + 5 

= (lk 2 + 4k +1) + (8k + 4) + 5 = (4k 2 + 4k) + (8k + 8) + 2 

= ‘k(k+l) + 8(k + l) + 2. Đây là tồng của ba hạng tử, hạng tử đầu 

4li(k + 1) chia hết cho 8 , hạng từ thứ hai 8(k + l) cũng chia hết cho 8, 

riêig hạng tìr thứ ba là 2 không chia hết cho 8. Vậy tồng đã cho không 
cha hết cho 8. 

Ví dụi: Chứng minh rằng nếu p là sổ nguyên tố lớn horn 3 thì (p -l)(p + 1) 
cha hết cho 24. 

Đe thi HSG ỉởp 9 tỉnh Phủ Thọ năm 2003-2004 
Giải: 

Vìp là số nguyên tố lớn hom 3 nên p là số lẻ , không chia hết cho 3. Do đó 
p = 2k + l(k€ z, k > 1) suy ra A = (p - l)(p + 1) = 2k (2k + 2) = 4k (k + 1) 
s;u; ra A chia hết cho 8. * 7 

p = 3h ± l(heZ, h > 1) suy ra A chia hết cho 3. 
l)(p + 1) chia hết cho 24. 
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Ví dụ 9: Chứng minh rằng số: n u - n 2 4- n -1 chia hết cho (n -1) 2 , với mọi 
số nguyên n > 1. 

(Đề thi vô địch New York, 1975) 

Giải 

Với n = 2thì...n n -n 2 +n-l = l chia hết cho (n -1) 2 = (2 -1) 2 = 1 
Với n > 2, ta có: A = n" - n 2 + n -1 
= (n n ~ 2 -l)n 2 + (n-l) = (n-l)(n“" 3 + ... + l)n 2 4-(n-l) 

= (n-l)(n n_1 4-...4-n 2 +l). 

Xét tổng B = n”' 1 +... 4- n 2 +1; B có n -1 số hạng, ta có thể viết: 
B=(n n_1 -l) + (n D - 2 -l) + ... + (n 2 -l) + (l-l) + (n-l) 

Mỗi hiệu ừong dấu ngoặc đều chia hết cho (n -1) do đó B chia hết cho 

n -1. Vì vậy: A = (n - l)B chia hết cho (n -1) 2 ,đpcm. 

Vi dụ 10: Chứng minh rằng các số có dạng: n 4 - 4n 3 - 4n 2 4- 16n với n chẵn 
và lớn hom 4 thì chia hết cho 384. 

(Đề thi học sinh giỏi cấp II miền Bắc, 1971). 
Giải 

Ta phân tích biểu thức đã cho ra nhân tử: 

A = n 4 - 4n 3 - 4n 2 + 16n 

= (n 4 - 4n 3 ) - (4n 2 - 16n) = n 3 (n - 4) - 4n (n - 4) 

= n(n-4)(n 2 -4) = n(n-2)(n + 2)(n-4) 

Vì n chẵn và lớn hom 4 nên ta đặt n = 2k + 2 (k > 1) và biểu diễn theo k, 
ta có: A = (2k + 2)(2k)(2k + 4)(2k-2) 

= 16k(k -l)(k + l)(k + 2) = 16(k -l)(k)(k + l)(k 4- 2). Ta nhận thấy 
(k-l)(k)(k4-l)(k4-2)là tích của bốn số nguyên dưomg liên tiếp, tích 
này chia hết cho 2.3.4 = 24 . 

Vậy tích A đã cho chia hết cho: 16.2.3.4 = 384 (đpcm). 

Vỉ dụ 11: Chứng minh: 2 4n -1 chia hết cho 15. 

Giải 
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Vỉ dụ 12: Chứng minh rằng tổng: A = 7 1 4- 7 2 4- 7 3 4- 7 4 +... + 7 4 k 
(trong; đó k là số tự nhiên chia hết cho 400). 

Giải 

Hã' nhóm các hạng tử của tổng đã cho theo cách: 

A = (7 + 7 2 +7 3 +7 4 ) + (7 5 +7 6 +7 7 +7 8 ) + ... +(7 4k ~ 3 +7 4k “ 2 +7 4k_1 +7 4k ) 

= ('■+ 7 2 + 7 3 +7 4 ) + 7 4 (7 + 7 2 +7 3 +7 4 ) + 7 4k ' 4 (7 + 7 2 +7 3 + 7 4 ) 

= ("+ 7 2 + 7 3 + 7 4 )(l + 7 4 + 7 6 + ... + 7 4k ' 4 ) 

= 7(1 + 7 + 49 + 343)(l + 7 4 + 7 8 +... + 7 4k ' 4 ) = 7.400.M 
Vậv Ai400. 

Vi dụ 13: Chứng minh biểu thức: A = 75(4 1975 + 4 1974 +... + 4 2 + 5) + 25 chia 
hết cho 4 1976 

(Đề thi vào chuyên toán Hà Nội 1976- vòng ỉ) 
Giải: 

A = 2 5.3(4 1975 + 4 1974 +... + 4 2 + 4 + l) + 25 

= 25.|(4 - 1)(4 1975 4- 4 1974 +... 4- 4 2 + 4 4- 1) 4- 25 

Áp dụng hằng đẳng thức , ta có: A = 25(4 1976 -1) 4- 25 = 25.4 1976 
Vậy A:4 1976 ., 

Ví dụ 14: Tìm số nguyên n đề giá trị của biểu thức A chia hết cho giá trị của 
biểu tlhức B: A = n 3 4-2n 2 -3n + 2, B = n 2 -n 

Giải: 

Đật pỉhép chia: (n 3 4- 2n 2 - 3n 4- 2): (n 2 - n) 
n 3 4- 2n 2 - 3n 4- 2 = (n 2 - n) (n 4- 3) 4- 2 

Muốiu chia hét, ta phải có 2 chia hết cho n(n -1), do đó 2 chia hết cho n. 
Ta cỏ : 


n 

1 

-1 

2 

-2 

n-1 

0 

-2 

1 

-3 

n(n-l) 

0 

2 

2 

6 


loại 



loại 


Chủ ỷ: 

a) Khònịg thể nỏi đa thức Ả chia hết cho đa thức B. Ở đây chỉ tồn tại những 
giá tri J0tyên của n đế giá trị của biêu thức A chia hêt cho giá trị cùa 
b 
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b) Cỏ thể thay việc đặt phép chia bằng cách biến đổi: 
n 3 + 2n 2 -3n + 2 = n(n 2 -n) 4- 3(n 2 - n) 4 2 

Vi dụ 15: Tìm số nguyên dương n để n 5 +1 chia hết cho n 3 +1. 

Giải: 

Biến đổi: n 5 4 1 : n 3 41 o n 2 (n 3 + l) - (n 2 -1) : n 3 4 1 


o (n + l)(n-l) : (n + l)Ịn 2 -n + l) o n-1 : n 2 -n4 1 (vì n 4 1 * 0). 
Nếu n = 1 thì ta được 0 chia hết cho 1. 

Nếu n> 1 thì n-l<n(n-l) + l = n 2 -n + l, do đó n-1 không thể 
chia hết cho n 2 - n 41. Có hai trường hợp: 

a. n 2 -n41 = 1 o n(n-l) = 0 <=> n = 0; n = l. Các giá trị này thỏa 
mãn đề bài. 

b. n 2 - n 41 = -1 <=> n 2 -n + 2 = 0 .Vô nghiệm. 

Vậy n = 0, n = 1 là hai số phải tìm. 

Chú ý: Từ n-1 : n 2 -n + l suy ra n(n-l) : n 2 -n + l là phép kẹo 

theo chứ không là phép biến đồi tương đương. Do đó sau khi tìrỵi được 
n = 0, n = 1 thì phải thử lại. 

Vi dụ 16: Tìm số tự nhiên n sao cho 2 n -1 chia hết cho 7. 

Giải: 

Nếu n = 3k (k e N) thì 2“ -1 = 2 3k -1 = 8 k -1 chia hết cho 7. 
f Nếu n = 3k41 (kE N) thì 2“ -l = 2 3k+1 -l = 2(2 3k -l)4l = BS 7 + l 
Nếu n = 3k42 (keN) thì 2 n -1 = 2 3k+2 -1 = 4(2 3k -1)4 3 = BS Ĩ43 


Vậy 2 n -1 chia hết «'ho 7 o n = 3k (k € N). 

Dạng 2: Nguyên tắc Dirichlet 

Vi dụ ĩ: Một bà già chiều con, ngày nào cũng cho con ít nhất một chiếc kẹo. 
Đẻ hạn chế, tuần bà cho không quá 12 chiếc kẹo. Chứng minh rằng trong 
một sô ngày liên tiêp nào đó bà mẹ đã cho con tổng sô 20 chiêc kẹo. 

Giải: 


Cách 1: Xét 11 tuần liên tiếp. Gọi S(n) là tồng số kẹo mà bà mẹ đã cho con 
tính đến ngày thứ n (l £ n £ 77). Xét 154 số sau: 

s(l), s( 2 ), ... s(77); S(l)4 20, s(2)4 20 , ... s(77)4 20 

Vì mỗi ngày bà mẹ cho con ít nhất 1 chiếc kẹo nên 

s(k) £ 1, vk=l, 2,... 77 và mỗi tuần bà mẹ cho con không quá 12 chiếc 

kẹo nên: s(k) £ 11 . 12 = 132, Vk = 1, 2,..., 77 

Dễ thấy^>(k) *s(m), V k*m. Mặt khác, có 154 số chỉ nhận giá trị 
á 152 giá trị nên tồn tại hai số bằng nhau. Vậy tồn tại k, m sao 
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cho s(k) = s(m) + 20 hay s(k) -S(m) = 20. Vậy kề từ ngày thứ m +1 

đen ngày thứ k bà mẹ đã cho con đúng 20 chiêc kẹo. 

Cácỉt 2 Xét 21 ngày liên tiếp kề từ ngày nào đó. Gọi s(n) là tồng số kẹo 

mà >à mẹ đã cho con tính đến ngày thứ n (1 < n < 21). 

Ta (ó: s(m) * s(n), V m * n(l < m, n < 21) và 1 < S(n) < 3 . 12 = 36 

Vì (ó 21 tổng nên 3 m > n(l < m, n < 21) sao cho: 

3(m) s S(n)(mod20) => S(m)-S(n) : 20 

=> S(m)-S(n) = 20 (vì 0 <s(m)-s(n) <36) 

Nhi vậy, kề từ ngày thứ n +1 đến ngày thứ m, bà mẹ đã cho con đúng 
20 (hiếc kẹo. 

Vi dụ 2 Trong một tam giác đều cạnh bằng 1 (kể cả trên các cạnh), ta đặt 17 
điền. Chứng minh rằng tôn tại hai điềm mà khoảng cách giữa chúng nhỏ 

hor hoặc bằng —. 


Chii tam giác đã cho thành 16 tam giác đều nhò, cạnh có độ dài bàng i. 

4 

Theo nguyên tắc Dirichlet thì tồn tại ít nhất hai điềm nằm trong cùng một 
hìnl tam giác nhỏ. Hai điểm này có khoảng cách bé hom hoặc bàng \. 

4 

Vi dụ 1: Trong một cuộc giao lưu, mỗi người đều bắt tay với ít nhất một 
ngiời khác. Chứng minh rằng có ít nhất hai người có cùng số lần bắt tay. 

Giải: 

Giả sừ trong cuộc giao lưu đó có n người. Vì số lần bắt tay của mỗi 
ngiời nằm trong khoảng từ 1 đến n -1 nên có ít nhất hai người có số lần 
biắt ay bằng nhau. 

Vỉ dụ 4 Chứng minh rằng tồn tại một số tự nhiên gồm toàn chữ số 6 và chia 
h(ết:ho 2003. 


Giải: 

Xét2004 số có dạng: 6, 66, 666, ..., 666..6. Theo nguyên tẳc Dirichlet 
thì ôn tại hai số có cùng số dư khi chia cho 2003. Giả sử hai số đỏ là: 


A = 66^3 và B = 66...6 với k < n 

n k 

ỈChiđó, A-B = 66_6.10 g chia hết cho 2003. 

n-k 



10 k ) = l nên c = 66^6 chia hết cho 2003. 

n-k 
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Vi dụ 5: Chứng minh ràng trong 52 số nguyên dương bất kì ta luôn tìm được 
hai số sao cho tồng hoặc hiệu của hai số đó chia hét cho 100. 

Giải: 

Cách 1: Neu có hai số có cùng số dư khi chia hết cho 100 thì bài toán được 
giải. Giả sừ không có hai số nào cùng số dư khi chia cho 100. Khi đó, có 
ít nhất 51 số khi chia cho 100 có số dư khác 50 là a p a 2 , a 51 .Đặt 

bị = -SLị (l £ i < 51). Xét 102 số: a ị và bị. Theo nguyên tắc Dirichlet thì 

tồn tại i * j sao cho a 4 = bị (modlOO). Suy ra aị + 3i ] chia hết cho 100. 

Cách 2: Cũng như ở cách 1, nếu có hai số cùng chia hết cho 100 thì ta có 
điều phải chứng minh. Giả sử có ít nhất 51 số không chia hét cho 100. 
Xét các cặp: (l, 99), (2, 98), ..., (49, 51), (50, 50). Suy ra có hai số 

mà số dư của chúng khi chia cho 100 cùng rơi vào một cặp và ta có điều 
phải chứng minh. 

Vỉ dụ 6: Chứng minh rằng: 

a. Trong 11 số nguyên bất kì thế nào cũng có hai số có cùng chữ số tận 
cùng giống nhau. 

b. Trong m + 1 số nguyên bất kì thế nào cũng có hai số cỏ hiệu chia hết cho 
m. 


Giải 

a. Một số nguyên chỉ có thể tận cùng bằng 1 trong 10 chữ số: 0, 1,2, ...,9. 
Lấy 11 số nguyên, theo nguyên tắc Dirichlet, phải có hai số có cùng chữ 
số tận cùng giống nhau. 

b. Chia một số cho m thì ta có số dư là một trong m số: 0, 1,2,..., m -1. 

Do đó theo nguyên tắc Dirichlet chia m + 1 số cho m thì phải có ít nhất 
hai số cho cùng số dư. Hiệu của hai số này chia hết cho m (đpcm). 

Chú ý rằng: câu a) là trường hợp đặc biệt của câu b) khi cho m = 10 (chữ 
số tận cùng của mỗi số biểu diễn số dư khi chia số đó cho 10). 

Vỉ dụ 7: a. Chứng minh rằng trong m số nguyên bất kì, bao giờ cũng có một 
số chia hét cho m hoặc ít nhất hai số có tổng chia hét cho m. 
b. Có hay không có một số có dạng: 19911991... 1991000000 chia hết 
cho 1990? 


GiấL 

a. Gọi m số nguyên đã cho là a 1 ,a 2 ,...,a m . Ta lập m tồng: 

= aj; S 2 = a 3 + a 2 ; S 3 = aj + a 2 + a 3 ; 

...S„=a 1 +a 2 +a 3 + ... + a ffl 
Có tất cả hai trường hợp: 

- Môt tt6hg các tồng trên chia hết cho m. Đó là điều phải chứng minh. 

A tâiếĩ 
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- Không có một tồng nào ừong các tồng trên chia hết cho m; như vậy số 
dư khi chia mỗi tồng trên cho m là mnt số từ 1 đến m-1 (có tất cả 
ni - 1 số dư). Ta có m tồng, do đó theo nguyên tắc Dirichlet, phải có hai 
tống có cùng số dư (* 0) khi chia cho m. Hiệu của hai tồng này (là tông 
của một số các số đã cho) chia hết cho m (đpcm). 
b. Ta lập 1990 số có dạng: 

19°1 

19°1 1991 
19 C 1 1991 1991 


1991 1991 ... 1991 

(bén chừ số 1,9, 9, 1 được lặp lại 1990 lần) 

Ch a các số trên đây cho 1990, ta có 1989 số dư khác 0. Theo nguyên tắc 
Dirichlet, phải có ít nhất hai số cho cùng một số dư, hiệu hai số này (là 
mộ: số có dạng 1991 1991 ... 0000) chia hết cho 1990 (đpcm). 

Vỉ dụ 8: Chửng minh ràng trong các số tự nhiên thế nào cũng có số k sao 
chc 1983 k -1 chia hết cho 10 5 . 

(Đe thi học sinh giỏi toán cấp II toàn quốc , 1983) 
Giải 

Cho k lần lượt lấy 10 5 +1 giá trị liên tiếp, từ 1 trở đi, ta được 10 5 +1 giá 
trị khác nhau cùa 1983 k -1. Chia 10 5 +1 số này cho 10 5 , ta chỉ có 
nhiều nhât là 10 5 số dư; vì vậy theo nguyên tắc Dirichlet, phải có ít nhất 
hai số cho cùng số dư khi chia cho 10 5 . Giả sử số đó là 1983 ,n -1 và 
1983" -1 (m > n). Thế thì hiệu của hai số này phải chia hết cho 10 5 : 

(1983 m - l) - (l983 n -1) chia hết cho 1 o 5 . 

Mồ (l983 ,n -l)-(l983 u -l) = 1983 m -1983 n = 1983 n (l983 m ' n -l) 


Nhmg có 10 5 và 1983 n nguyên tố cùng nhau, do đó phải có 1983 ra_n -1 
chii hét cho 1 o 5 . Như vậy là có số k' = m - n sao cho 1983 k -1 chia hết 
C;hc 10 5 (đpcm). 

Dạng ĩ: Tim số dư và chữ số tận cùng 

Vi dụ 1: Chứng minh rằng tồn tại một bội số của 2003 có dạng: 

20042004...2004 

k 


Giải: 


Xé: 2004 số: a L = 2004; a 2 = 20042004 ... 

a 2004 = 20042004....2004 (nhóm 2004 có mặt 2004 lần) 
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Theo nguyên lí Dirichlet, tồn tại hai số có cùng số dư khi thực hiện phép 
chia cho 2003. 

Gọi hai số đó là a m và a n (l £ n < m < 2004) thì a m ~ a n ; 2003. 

Ta CÓ: a m -a n = 2004- 20040000...0000 = 2004 2004 . 10 4 " 

ni-n 

Do 10 4n và 2003 nguyên tố cùng nhau nên 2004 ... 2004: chia hết cho 

• m-n 

2003. 

Vi dụ 2: Tìm số dư khi chia 2 100 : 

a Cho 9; b. Cho 25; c. Cho 125 

Giải: 

a. Lũy thừa của 2 sát với một bội số của 9 là 2 3 = 8 = 9-1 

Ta có 2 100 =2(2 3 ) 33 =2(9-l) 33 =2(BS 9-l) = BS 9-2 = BS 9 + 7 
SỐ dư khi chia 2 100 cho 9 là 7. 

b. Lũy thừa của 2 sát với một bội số của 25 là 2 10 = 1024 = BS 25 -1. 

Ta có 2 100 = (2 10 )'° = (BS 25 -1) 10 = BS 25 +1 

SỐ dư khi chia 2 100 cho 25 là 1 

c. Dùng công thức Niu- tơn: 

2 100 = (5 -1) 50 = 5 50 - 50.5 49 + ... + 5 2 - 50.5 + 1 

Không kể phần hệ số của khai triển Niu-tơn thì 48 số hạng đầu đã chứa 
lũy thừa cùa 5 với số mũ lớn hom hoặc bằng 3 nên chia hết cho 125. Hai 
sổ hạng tiếp theo cũng chia hết cho 125, số hạng cuối cùng là 1. Vậy 
2 100 = BS 125 + 1. 

Số dư khi chia 2 100 cho 25 là 1 

Chủ ỷ: Tổng quát hơn, ta chứng minh được rằng nếu một số tự nhiên không 
chia hết cho 5 thì chia n 100 cho 125 ta được số dư là 1. 

Thật vậy, n có dạng 5k ± 1 hoặc 5k ± 2. Ta có: 

(5k ± l) 100 = (5k) 100 ± ... + ĩ0 ^ 9 - 9 (5k) 2 ± 100.5k +1 = BS 125 +1 

2 

(5k ± 2) 100 = (5k) lt>0 ± ... + Ị°|^(5k) 2 . 2 98 ±100.5k.2 99 + 2 100 
= BS 125 + 2 100 

Ta lại có: 2 100 = BS 125 +1. Do đó (5k ± 2) 100 = BS 125 +1. 
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Ví dụ ĩ : Tim ba chữ số tận cùng cùa 2 100 khi viết trong hệ thập phân 

Giải: 

Tìn ba chữ số tận cùng của 2 100 là tìm số dư khi chia 2 m cho 1000. 
Trrớc hết tìm số dư khi chia 2 100 cho 125. Theo ví dụ 2 ta có 
2 U 1 = BS 125 + 1, mà 2 IU0 là sô chẵn, nên ba chữ số tận cùng cả nó chỉ 
có hể là 126, 376, 626 hoặc 876. 

Hiên nhiên 2 100 chia hết cho 8 nên ba chữ số tận cùng của nó phải chia 
hếicho 8. Trong bốn số trên chi có 376 chia hết cho 8. 

Vậ' ba chữ số tận cùng của 2 100 là 376. 

Chủ ý Bạn dọc tự chứng minh rằng nếu n là số chẵn không chia hết cho 5 
thìba chừ số tận cùng của n 100 là 376. 

Ví dụ Ẳ; Tìm bốn chữ số tận cùng của 5 1994 khi viết trong hệ thập phân. 

Giải: 

Cách 5 4 = 625. Ta thấy số tận cùng bằng 0625 nâng lên lũy thừa nguyên 
dưmg bất kì vẫn tận cùng bằng 0625 (chỉ kiểm tra:...0626x...0625 = ...0625) 

Dcđó: 5 1994 =5 4k+2 = 25(5 4 ) k =25(0625) k = 25(...0625) = ...5625. 

Cách 1: Tìm số dư khi chia 5 1994 cho 10000 = 2\5 4 

Nhìn xét: 5 4k -1 chia hết cho 5 4 -1 =(5* - 1)(5 2 +1) nên chia hết cho 

16 Ta có: 5 1994 = 5 6 (5 1988 -1) + 5 6 . 

Do 5 b chia hết cho 5 4 , còn 5 1988 -1 chia hết cho 16 (theo nhận xét ừên) 
niêi 5 6 (5 1988 -l) chia hét cho 10000. Tính 5 6 , ta được 15625. Vậy bốn 

c hí số tận cùng của 5 1994 là 5625. 

Chú ỷ, Nếu 5 1994 = 5 2 (5 1992 -1) + 5 2 thì ta có 5 1992 -1 chia hết cho 16, nhưng 

5 2 không chìa hết cho 5 4 . Như vậy trong bài toán này, ta cần viết 5 1994 
dlưâ dạng 5“ (5 1994_n - 1) + 5“ sao cho n £ 4 và 1994 - n chia hết cho 4. 

Vi dụ l: Tìm ba chữ số tận cùng của 3 100 . 

Giải: 


3i 10 = (10 -1) 50 = 10 50 -... + ^y^.10 2 - 50.10 + 1 

= IS 1000 +... BS500-500 + 1 =BS 1000 +1. 

Vậ' 3 100 có tận cùng là 001. 

c.hỉ ỷ: Xfịpg quát, ta chứng minh được rằng nếu n là số lè không chia hết 
nhòa chữ số tận cùng của n 100 là 001. 


50.49 
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Trước hết, ta thấy một số n không chia hết cho 5 thì chia cho 125 có sổ 
dư bằng 1. Điều này đã được chứng minh ở chú ỷ của ví dụ 2. Ở đáy, do 
có thêm điều kiện n là so lè nên còn có thế chứng minh bang cách sau: 
n tận cùng bằng 1, 3, 7, 9 => n 4 tận cùng bằng ỉ. 


=> n 100 = (n 4 ) 25 = (lOk + l) 25 

= BS 1000 + (lOk) 2 + 25. lOk +1 = BS 125+1 (1) 

Ta có n 100 = (n 50 ) 2 là số chính phương lẻ (vì n lẻ) nên chia cho 8 dư 1 (2) 

Từ (l)và (2) suy ra n ỉ0 ° -1 chia hết cho 1000, tức là tận cùng bằng 001. 
Từ kết quả này, ta còn suy ra: Nếu n là số lè không chia hết cho 5 thì 
n 101 và n có ba chữ số tận cùng như nhau. 

Ví dụ 6: Cho ab = 455 12 . Tìm số dư trong phép chia a + b cho 4. 


Giải: 


Cách lĩ Ta thấy 455 12 = (BS 4 -1) 12 = BS 4 +1. Do đó, a và b chia cho 4 

cùng dư 1 hoặc cùng dư 3. Trong cả 2 trường hợp trên, a 4- b chia cho 4 
dư 2. 

Cách 2: Xét biểu thức ab + a + b +1 = a (b +1) + (b +1) = (b +1) (a + l) 

Do a và b lẻ nên (b + l)(a +1) chia hết cho 4, tức là: 


(ab +1) + (a + b) chia hết cho 4 (1) 


Ta thấy: ab = 455 12 = (BS 4 -1) 12 = BS 4 +1 => ab +1 = BS 4 + 2 (2) 

Từ (1) và (2) suy raa + b = BS4 + 2. 

Ví dụ 7: Tìm hai chữ số tận cùng của: 


b) 7 ?7 
Giải: 


a) 3 999 


a) 3 999 =3.3 998 =3(10-1) 499 =3(l0 499 -...+ 499.10-1) 

= 3(BS 100+ 4989) = ...67 

b) Xét số mũ 7 7 = (8 -1) 7 = BS 8 -1 = 4k + 3. Ta có: 

rf = 7«k + 3 = ? 3 ( 7 4) k =343.(...0l) k =(...43)(..01) = ...43 

Dạng 4: Các bài toán khác 

Vỉ dụ 1: Chứng minh ràng số: 19.8" +17 là họp số với mọi số tự nhiên n. 


(Đề thi vô địch toán Anh , 1976) 



Giải 

ừng hợp: n = 2k, n = 4k + 1 và n = 4k + 3. 
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a. n=2k: A = 19.8 2k + 17 = 18.8 2k + 8 2k + (18 -1) 

Mà 8 2li = 64 k = (63 + l) k ,63 = 3.21 nên 8 2k chia 3 dư 1. Suy ra A : 3 

b. n = 4k + 1; A = 19.8 4k+I +17 

= 13.8 4k *‘ + 6.8.64 2k + 17 = 13.8 4k+1 + 39.64 2k +9(l-65) 2k +(13 + 4) 

Chú ý ràng: 65 = 135.(1 - 65) 2k chia cho 3 dư 1, ta có: A: 13. 

c. n = 4k + 3 ,ta có A = 19.8 1k+3 + 17 = 15.8 4k+3 + 4.8 3 .64 2k +17 

= 15.8 4k * 3 +4.510.64 2k +4.2(l-65) ỉk +(25-8). Suy ra Al8. 

Ví dụ 2 : Xác định giá trị k để đa thức: 

f(x) = x 4 -9x 3 + 21x 2 +x + k chia hết cho đa thức: g(x) = x 2 -x-2 

Giải 

Cách 1: Lấy f(x) chia cho g(x) để tìm số dư và đạt số dư bàng 0 đề tìm k. 

Ta có: X 4 - 9x 3 + 21x 2 + X + k = (x 2 - X - 2)(x 2 -8x -I- 15 ) + k + 30 

f(x) chia hết cho g(x) thì cần và đủ là: r(x) = k + 30 = 0 => k = -30. 

Cách 2: Ta có: X 2 -x-2 = (x-2)(x + l) 

Như vậy nếu f(x) chia hết cho X 2 - X - 2, thì cũng chia hết cho 
(x-2)(x + 1 ). Áp dụng định lý Bezout và định nghĩa phép chia hết, ta 
thay X = -lvào f(x):f(-1) = l + 9 + 21-l + k = 0=>k = -30 
Ví dụ 3 : Tìm tất cả các số tự nhiên k để cho đa thức: f (k) = k 3 + 2k 2 +15 
chia hét cho nhị thức: g(k) = k + 3. 

Giải 

Cách 1: k 3 + 2k 2 +15 = (k + 3)(k 2 - k + 3 ) + 6. Đẻ f(k) chia hết cho k + 3 thì 

cần và đủ là 6 chia hết cho k + 3. Nếu k là số tự nhiên thì k + 3 > 3 vì thế 6 
chia hết cho k + 3 khi và chi khi k = 0 hoặc k = 3. 

Cách 2: Áp dụng định lý Bezout, chia f(k) cho g(k) = k-(-3)ta tìm được 

số dư: f (-3) = -27 +18 +15 = 6 . số dư này phải chia hết cho k +3. 

Ví dụ 4: Chứng minh rằng với p là số nguyên tố lớn horn 2 thi giá trị m trong 

phân số : — = l + i + ~ + ... + —~(me N;ne N), chia hết cho p. 
n 2 3 p — 1 

Giải: 

Do p là số nguyên tố nên p - 1 là số chẵn , suy ra 
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'11' 
l + p-l 


1 1 
4 - 1 — 4 - 


2 p-2 


+ 


1 1 
-4 —— 14...4 


3 p -3 


1 1 
p-1 p + l 

2 2 ) 


^P_ + _P + _p_ 

l.(p-l) 2.(p-2) 3.(p — 3) 


4 -...+ 


(p-o 

( p + 1 ì 

l 2 J 

l 2 J 


= p 


111 
l.(p-l) + 2.(p-2) + 3.(p-3) 


+ ...+ 


í p_1 l 

f p + 1 ì 

l 2 J 

l 2 ) 


Tacó l.(p-l).2.(p-2)...í—i.£-^ = (p-l)! suy ra — có dạng 
v 2 2 n 


— = p-—~yỵ=>m(p-l)! = npq =>m(p-l)! chia hết cho p mà (p-l)! 

không chia hết cho p , nên m chia hết cho p. 

Ví dụ 5: Với 8 số: 0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7. Hòi có thể lập được bao nhiêu số tự 
nhiên có 6 chữ số khác nhau, ừong đó nhất thiết phải có mặt chữ số 3. 

Giải : 

Ký hiệu số tự nhiên thoả đề bài là: aja 2 a 3 a 4 a 5 a 6 .Các số a M a 2 a 6 
khác nhau lấy từ 8 số đã cho, aj * 0 " 

• = 3, khi đó a 2 có 7 cách chọn, sau đó a 3 có 6 cách chọn,... 

Do đó trường hợp này có: 7.6.5.4.3 = 2520 (số). 

• aj * 3 khi đỏ có 6 cách chọn (vì a 1 * 0, a. ì * 3), chọn số 3 thay 
vào 1 trong 5 số a 2 ,..., a 6 , sau đó còn lại 4 chữ số và lần lượt chọn 4 số 
khác nhau lấy tù 8 số đã cho và khác a,, a 2 . 

Do đó trường hợp này có: 6.5.6.5.4.3 = 10800 (số). 

• Đáp số: 13320 số. 

Vi dụ 6: Cho 2 n = lOa 4- b. Chứng minh rằng nếu n > 3 thì tích số a, b chia 
hết cho 6. Ờ đây a, b, n là các số nguyên dưorng và b < 10. 

(Đề thi học sinh giỏi toàn quốc 1984) 
Giải 

Cách 1: - Từ các giả thiết ta suy ra b chỉ có thề nhận các giá trị 2, 4, 6, 8. 
Với b = 2 

: a là số nguyên nên n phải có dạng n = 4k +1 
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Vì n > 3 nên n chỉ có thề lấy các giá trị từ 5 trở lên. 

24k+i _ 2 

Ta iượoa = ——-— . Nếu a.b: 6 mà b = 2 thì a phải chia hết cho 3 và 
10 

(2 4ỉ+l - 2) phải chia hết cho 30. 

Cheng minh (2 4k+1 - 2]:30 bằng phương pháp qui nạp. 

- Các trường hợp b = 4, b = 8 cũng tương tự. 

- 7'Ương hợp b = 6 thì mệnh đề trên hiên nhiên đúng. 

Cách 2: Hãy xét hai trường hợp: 

a. Trưcng hợp n là số chẵn , n = 2k ( k > 2) 

2“ = lOa + b o 2 2k = lOa + b 

* Siy ra b là số chẵn. 

* Ị? 2k ) ~(2 k ) 2 là số chính phương chẵn nên nó phải tận cùng bằng số 

chằi, b chỉ có thề là 4 hoặc 6. 

— Với b = 6: mệnh đề hiển nhiên đúng. 

- Với b = 4 => 2 2k = lOa + 4 => 4 k = lOa + 4 

Vì 4 k = (3 + l) k = 3M +1 nên 4 k chia cho 3 còn dư 1. Vậy (4 k — 4):3 
suy ra 1 Oa: 3 hay a: 3. 

b. Trưòng họp b là số lẻ: n = 2r + l(r>2) => 2 n = lOa + b <=> 2 2r+1 = lOa + b 

2 2r chỉ tận cùng bàng 4 hoặc 6 nên 2 2r+1 2 chỉ có thể tận cùng bàng 8 
h-oệc 2 hay b chỉ nhận giá trị 2 hoặc 8. 

— Với b = 2 thì 2 2r chia cho 3 dư 1; 2 2r+1 chia cho 3 dư 2. 

Vậ’ (2 2r+1 - 2):3 nên 1 Oa: 3 hay a: 3. 


- Với b = 8 cũng chứng minh tương tự. 

Cách 5. Vì n > 3, cho nên ta chỉ cần xét các trường hợp n - 4k, 
n=4k+l, n = 4k + 2, n = 4k + 3 với keN và k> 1. 

- Với n = 4k, ta chứng minh được b = 4. Vậy a.b: 6 

— Với n = 4k + 1, ta suy ra b = 2 và chứng minh được ai 3 

~ Vói n = 4k + 2, ta suy ra b = 4 và chứng minh được a: 3 

— Với n = 4k + 3, ta suy ra b = 8 và chứng minh được a: 3 

Nhìn xét: trong cả ba cách chứng minh trên đây, ta đều nhăm đi đến kết 

luiậi là b chỉ nhận một trong các giá trị 2, 4, 6, 8 và chỉ cần chứng minh 

ràưg trong các trường hợp ấy thì a: 3. 

Ví dụ 7 Chobiết đa thức 3x 3 - 7x 2 4- 4x - 4 chia hết cho nhị thức X - 2. 
Tiimđalthưc thương. 
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Giải 

Gọi đa thức bị chia là f(x), đa thức chia là g(x). Ở đây f(x) là đa thức bậc 
ba, còn g(x) là đa thức bậc nhất. Vì vậy thương phải là đa thức bậc hai, 
nghĩa là thương có dạng: h(x) = ax 2 + bx + c . 


Ta có: 3x 3 - 7x 2 + 4x - 4 


= (x-2)(ax 2 + bx + c) = ax 3 +(b-2a)x 2 +(c-2b)x-2c. 
Đồng nhất hệ số ở các hạng từ cùng bậc ở hai vế, ta được: 


a = 3 

b - 2a = -7 
c-2b = 4 
-2c = -4 


<=> 


a = 
b = 
c = 


3 

-1 

2 


Đa thức phải tìm là h(x) = 3x 2 - X + 2 

Chú ý: Ta có thể nhận xét về hệ số cao nhất và hạng tử không đổi của f(x), 
g(x) và h(x) để có ngay: a = 3,(-2c) = -4, Do đó c = 2. 

Vi dụ 8: Với giá trị nào của a và b thì đa thức: X 3 + ax 2 + 2x + b chia hết 
cho đa thức: X 2 + X +1 ? Hãy giải bài toán bằng hai cách khác nhau. 

(Đe thi học sinh giỏi cấp II toàn quốc , 1976) 
Giải 


Cách 1: Chia f(x) cho X 2 4- X + 1 

Ta được dư là: (2-a)x + (b + l-a) = r(x). Ta có phép chia hết khi và 


chi khi r (x) = 0, tức là 


2-a = 0 
b + l-a = 0 


a = 2vàb = 1 


Cách 2: Chú ý rằng f(x) bậc 3, còn đa thức chia là bậc 2, nên thương phải là 
một nhị thức bậc nhất, có dạng X + k. Từ đó: 

(x + k)(x 2 + x + l) = x 3 + ax 2 +2x + b 

<=> X 3 + ax 2 + 2x + b = X 3 + (k + l)x 2 + (k + l)x + k. Hệ số của các hạng tử 
cùng bậc phải bằng nhau, suy ra: 


a = k+l;2 = k+l;b = k. Từ đây tacó:k= 1, a = 2, b = 1. 

Vỉ dụ 9: Chứng minh rằng đa thức:P(x) = x 6 -3x 4 +6x 3 -3x 2 +9x-6 
không thể có nghiệm là số nguyên. 

(Theo đề thi vô địch toán Hungarỉ 1963) 
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Giải 

Với ae z, ta có: p(a) = a 5 -3a 4 + 6a 3 -3a 2 -i-9a-6 

Mếu a chia hết cho 3 thì tât cả các số hạng trong P(a) đều chia hết cho 9, 
trừ sô hạng 6, do đó P(a) không chia hết cho 9, nghĩa là P(a)* 0. 

Mếu a không chia hết cho 3 thì a 5 không chia hết cho 3 trong khi tất cả 
các số hạng khác trong P(a) đều chia hết cho 3, do đó P(a) không chia 
hết cho 3, nghĩa là P(a) * 0. Vậy P(a) * 0 với mọi a e z. 

Vi dụ 10: Chứng minh ràng n 3 + 2n chia hết cho 3 vói mọi ne N. 

Giải 

Cách 1: Ta xét hai khả năng: 

a. Nếu n: 3 thì rõ ràng (n 3 + 2n):3 

b. Nếu n không chia hết cho 3 thì n có dạng: n = 3k + 1 hoặc n = 3k + 2 
với ke N. 

* Với n = 3k +1 : (n 3 + 2n) = (3k +1) 3 + 2(3k +1) 

= 27k 3 + 27k 2 + 9k +1 + 6k + 2 = 3(9k 3 + 9k 2 + 5k +1)3 

* Với n = 3k + 2: n 3 + 2n =(3k + 2) 3 + 2(3k + 2) 

= 27k 3 + 54k 2 + 36k + 8 + 6k + 4 = 3(9k 3 + 18k 2 + 14k + 4 ) /3 

Mệnh đề được chứng minh 
Cách 2: Chứng minh bằng quy nạp toán học: 

1. n = 1 => n 3 + 2n = 1 + 2.1 = 3, vậy mệnh đề đúng với n = 1. 

2. Giả sử mệnh đề đúng với k, nghĩa là ta có: (k 3 + 2k):3 

Ta chứng minh mệnh đề cũng đúng với k + 1, nghĩa là phải chứng minh: 
[(k + l) 3 +2(k + l)]:3.Ta có: 

(k +1) 3 4 - 2(k + 1) = k 3 + 3k 2 + 3k +1 + 2k + 2 
= (k a + 2k) + 3(k 2 + k + l),keN 

Nhưng (k 3 + 2k):3 (theo giả thiết quy nạp); 3(k 2 + k +1):3 

Vậy Ị^(k +1) 3 +2(k + l)J:3.Vậy mệnh đề trên đúng với mọi neN. 

Ví dụ 11: Chứng minh rằng: 16“-15n-1:225 

Giải 

1. Mệnh đề phải chứng minh đúng với n = 1 

16 1 -15.1-1 = 0:225 
đề phải chửng minh là đúng với n = k 
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16 k -15.k -1:225. Ta chứng minh rằng mệnh đề cũng đúng với n = k 4 1 
Thực vậy: 16 k+l -15(k4l)-l = 16.16 k - 15k-15-1 

= (l6 k -15k-l) + 15.16 k -15 vì 16.16 k = (1Õ4 l)l6 k = I6 k 4l5.l6 k 

Theo già thiết quy nạp thì: 16 k - 15.k -1:225 
Còn 15.16 k -15 = 15(l6 k -l), Mà 16 k -i:(l6-l) 

Nên 15(l6 k -l)il5.15 = 225. Vì vậy: 16 k+1 -15(k 41)-li225 (đpcm) 

Vỉ dụ 12: Tìm số nguyên dưomg n để biếu thức sau là số chính phưcmg: 
a) n 2 - n + 2 b) n 4 - n 4 2 

Giải: 

a) Với n = 1 thì n 2 - n 4 2 = 2 không là số chính phương. 

Với n = 2 thì n 2 - n 4 2 = 4 là số chính phương. 

Với n > 2 thì n 2 - n -I- 2 không là số chính phương vì: 

(n -1) 2 < n 2 - (n - 2) < n 2 

b) Với n > 2 thi (n 2 -1) < n 4 - (n - 2) < (n 2 Ị 2 nên n 4 - n + 2 không là số 

chính phương. Xét n = 1 và n = 2. Đáp số: n = 2. 

Vi dụ 13 : Tìm số nguyên tố p để 4p 41 là số chính phương. 

Giải: 

4p 41 là số lẻ và là số chính phương nên 

4p 41 = (2k +1) 2 = 4k 2 4 4k 41 (k nguyên) 

=> 4p = 4k (k +1) => p = k (k 41) 

Do p là số nguyên tố nên k* 1. Khi đó p = 2 và 4p +1 = 9 = 3 2 . 

Bài tập vận dụng 

1. Giải phương trình nghiệm là số tự nhiên cùa phương trình sau : 

2(x 2 -y 2 ) = 1978. 

2. Tìm số có sáu chữ số đôi một khác nhau abcdef sao cho 

abcdef = a(1000cc - cc) . 

3. Giải phương trình nghiệm nguyên: X 4 - y 4 + z 4 4- 2x 2 z 2 + 3x 2 4- 4z 2 41 = 0 . 

' 3 8 15 n 2 1 

4. Chứng minh rằng: với mọi số tự nhiên n > 2 thì S = 7 + 7 + 7 ^ + ...f —0 

4 9 16 m 

không thể là một số nguyên 

5. Tìm tất cà.các tam giác vuông có ba cạnh là số nguyên và có diện tích 
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6 . lỉm số tự nhiên nhò nhất bắt đằu từ chừ số 1 sao cho nếu chuyên 1 xuông 
vị tr cuối cùng thì số đã cho tăng lên ba lần. 

7. Hãy tìm các chữ sô a, b, c, d; biêt răng a, cd, ad, abcd là các sô chính 
phưmg. 

8 . Tron' một hội nghị quốc tế có 6 đại biêu ở cùng một khách sạn. Nêu bât 

cứ ; người nào gặp nhau thì trong họ có ít nhắt 2 người có thề trò chuyện 
vói nhau được. Chứng minh ràng có ba người từng đôi nói chuyện với 
nhai được. 

9. Xác lịnh sô n, biêt rằng, trong hệ đếm cơ sô 7 thì n được viết n = xyz, 

trorg hệ đêm cơ số 11 thì nó được viêt n = zxy . 

10. Tin các số nguyên a, b, c sao cho đa thức: (x 4 a)(x-4)-7 phân tích 
thàĩh thừa số được: (x + b)(x + c). 

11. Tirr X, y nguyên dương thỏa mãn phương trình: 3x 2 4- lOxy 4 8y 2 = 96 

12. Chmg minh ràng tích của 4 số nguyên dương liên tiếp không thể là số 
chírh phương. 

13. Tììĩt các số nguyên x; y thỏa mãn x 2 y 2 - X 2 - 8y 2 = 2xy 

14. C’h< hai số dương X, y. Biết tồng của chúng bàng 6 lần trung bình nhân 

, X 

cùadiúng. Tính tỷ sô — 

y 

15. Clhc A = l 2005 4 2 2005 4 3 2005 4... 4 n 2005 

B; =1 4 2 4 3 4 ... 4 n với n e N *. Chứng minh A:B 
lổ.Tìimsố tự nhiên có 5 chữ số, biết rằng số đó bằng lập phương của số tạo 
bởi :hừ số hàng vạn và chữ số hàng nghìn của số đã cho (theo thứ tự đó). 

17. Tiìn số có ba chữ số sao cho tỉ số giữa số đó và tổng các chữ số của nó là 
bé ĩhất. 

18. Tììrĩ n G z đề n 4 4 2n 3 4 2n 2 4 n 4 7 là số chính phương 

19. Tììrr x; y; z; t thỏa mãn X 2 4 y 2 4 z 2 41 2 = X (y 4 z 41) 


20. Tìlrrcác số nguyên dương X, y thỏa — 4 — = ị . 

X y 2 

21. Tììn các số nguyên a, b, c thỏa mãn cả hai phương trình 2a 4 3b = 6 và 
3ía - 4c = 1 


22. Chìứig minh rằng biểu thức: A = n 3 4 20n 
Clhit hết chđ 48 với mọi số nguyên, chẵn. 

23. Clhứig minh ràng với n là số tự nhiên chẵn thì biểu thức: 
A. r 20^16" - 3" -1 chia hết cho 323. 





24 . a. Phân tích biểu thức ra nhân từ: A = X 3 (x 2 - 7) 2 - 36x. 

b. Dựa vào kết quả câu trên hãy chứng minh biểu thức: n 3 (n 2 - ĩ) 2 - 36n 

luôn luôn chia hết cho 7 với mọi số nguyên n 

(Đề thi vào lớp chuyên toán miền Bắc, 1972) 

25 . Chứng minh rằng: 5.7 2(n+1 * + 2 3n chia hết cho 41 với n là số nguyên dương. 

26 . Giả sừ X, y, z là các số nguyên dương, đôi một khác nhau, chửng 

minh rằng: Biểu thức A = (x -y) 5 4- (y - z) 5 + (z - x) 5 chia hết cho 
B = 5(x-y)(y-z)(z-x) 

27 . Chứng minh rằng biểu thức: A = k 4 + 2k 3 - 16k 2 - 2k +15 chia hết cho 
16 vói mọi giá trị nguyên và lẻ của k. 

28 . Chứng minh ràng: 

a. Nếu m là một số nguyên thì (2m +1) 2 -1 chia hết cho 8. 

b. Hiệu các bình phương của hai số chẵn liên tiếp chia hết cho 4. 

c. Hiệu bình phương của hai số lẻ liên tiếp chia hết cho 8. 

29 . Cho hai số thực X, y sao cho X + y, X 2 + y 2 , X 4 + y 4 là các số nguyên. 
Chứng minh X 3 + y 3 cũng là số nguyên. 

30. Một tấm bìa dạng tam giác vuông có độ dài ba cạnh là các số nguyên. 

Chứng minh rằng có thể cắt tấm bìa thành sáu phần có diện tích bằng 
nhau và diện tích mỗi phần là số nguyên. 

31. Chứng minh rằng với mọi số nguyên n, ta có: 

a. n 3 + 3n 2 + 2n chia hết cho 6. 

b. (n 2 + n -1) 2 -1 chia hết cho 24. 

32. Chứng minh ràng: 

a. n 3 + 6n 2 + 8n chia hết cho 48 với mọi số chẵn n. 

b. n 4 - 10n 2 + 9 chia hết cho 384 với mọi số lẻ n. 

33 . a. Cho a là số nguyên tố lớn hơn 3. Chứng minh a 2 -1 chia hết cho 24. 

b. Chửng minh răng nếu a và b là các số nguyên tố lớn hơn 3 thì a 2 - b 2 
chia hết cho 24. 

c. Tìm điều kiện của số tự nhiên a để a 4 -1 chia hết cho 240 

34 . Chửng minh rằng nếu n +1 và 2n +1 (n e N) đều là số chính phương 
thì n chia hết cho 24. 

35. Chứng minh ràng nếu 2n +1 và 3n +1 (n € N) đều là số chính phương 
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36. Tìm số tự nhiên n đề giá trị của biểu thức là số nguyên tố: 

a. 12n 2 - 5n - 25 b. 8n 2 +10n + 3 c. n t 3n 

4 

37. Tìm sô nguyên n sao cho: 

a. n 2 4 2n - 4 chia hết cho 11. 

b. 2n 3 4 n 2 4 7n 4 1 chia hết cho 2n -1 

c. n 3 - 2 chia hết cho n - 2 . 

d. n 3 - 3n 2 - 3n - 1 chia hết cho n 2 4 n + 1. 

e. n 4 - 2n 3 4 2n 2 - 2n 4 1 chia hết cho n 4 - 1. 

f. n 3 - n 2 4 2n 4 7 chia hết cho n 2 4 1. 

38. Chứng minh với mọi số nguyên n: 

a. n 3 - n chia hết cho 3. 

b. n 5 - n chia hết cho 5. 

c. n 7 - n chia hết cho 7. 

39. Chửng minh ràng 2n 3 4 3n 2 + n chia hết cho 6 với mọi số nguyên n. 

40. Chứng minh ráng a 3 b - ab 3 chia hết cho 6 với mọi a, b nguyên. 

41. Chửng minh răng tồng các lập phương của hai số nguyên chia hết cho 6 
khi và chỉ khi tông hai sổ nguyên đó cỊ)ia hết cho 6. 

42. Chứng minh răng tổng các lập phương ba số nguyên liên tiếp thì chia hết 
cho 9. 

43. Chứng minh ràng n 5 - 5n 3 4- 4n chia hết cho 120 với mọi số nguyên n. 

44. Chứng minh rằng n 3 - 3n 2 - n 4 3 chia hết cho 48 với mọi số lẻ n. 

45. Chứng minh n 4 4 4n 3 - 4n 2 - 16n chia hết cho 384 với mọi số chẵn n. 

46. Chứng minh rằng với mọi số nguyên n, số n 2 41 ln 4 39 không chia hết 
cho 49. 

47. Chứng minh rang với mọi số nguyên n, n 2 4 n 41 không chia hết cho 9. 

48. Chứng minh rằng lấy tích bốn số nguyên liên tiếp cộng với 1, ta được 
một số chính phương (số chính phương là bình phương của một số 
nguyên). 

49. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n > 1: 

a. Số n 4 4 4 là hợp số. 

b. Số n 4 4 4k 4 là hợp số (k tự nhiên). 

50. a. Tính số trị biểu thức (l 4 ab - b 4 )a 4 41 với a = 2 7 ; b = 5. 


b. Số 2 32 4 1 có là số nguyên tố không? 

51. Chửng mịnh rằng số 11 ... 1 22 ... 2 gồm n chữ số 1 và n chữ số 2 là tích 
haisắô nguyên liên tiếp với mọi số tự nhiên n. 
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52. Chứng minh rằng số 11 ... 1 - 22 ... 2 gồm 2n chữ số 1 và n chừ sô 2 là 
một số chính phương với mọi số tự nhiên n. 

53 Có tồn tại hay không một số tự nhiên tận cùng là 2002 và chia hèt cho 
2003. 

54. Chứng minh rằng có hai lũy thừa của 2001 có bốn chữ số tận cùng bàng 
nhau. 

55. Chứng minh rằng tồn tại một lũy thừa của 3 mà bốn chữ số tận cùng của 
nó là 0001. 

56. Cho 2001 so tùy ý. Chứng minh rằng có thể chọn được một số hoặc một 
số số nào đó mà tổng của chúng chia hết cho 2001. 

57. Chứng minh rằng ừong tám số tự nhiên, mồi số có ba chữ số, bao giờ 
cũng có thể chọn được hai số mà khi viết liền nhau ta thu được một số có 
sáu chữ số và chia hết cho 7. 

58. Chứng minh trong 27 số nguyên khác nhau tùy ý nhỏ hơn 100 có thề 
chọn được hai số có ước số chung lớn nhất khác 1. 

Hướng dẫn và đáp số 

1. Ta có, từ phương trình đã cho suy ra 

2(x 2 -y 2 ) = 1978<=>x 2 -y 2 = 989 <=> (x -y)(x + y) = 23.43 * 


Do X, y là sô tự nhiên nên tfày ra các trường họp sau 



X 

1 

'■< 

II 

to 

cõ 

fx = 33 

b 'l 

II 

1 

X 

a. * 

o 

X + y = 43 

o 

II 

>> 

x + y = 23.43*^ 


X = 495 
y - 494 


2. Ta có abcdef = a(1000cc 2 -cc) <=> abcdef = 121000ac 2 - llac . 


Do a,b,c,d,e,f e N,1 ^ a < 9,0 ^ b,c,d,e,f < 9, suy ra 1 lac < 1100, 
0 < abcdef < 10 6 , nên xảy ra a = 1, c = 2 hoặc a = 2 , c = 1, vì a khác c 

* Khi a = 2, c = 1 ta có abcdef = 121000.2 - 22 = 241978. 

* Khi a = 1, c = 2 ta có abcdef = 121000.4 - 22 = 483978. 

3. Ta có X 4 - y 4 + z 4 + 2x 2 z 2 + 3x 2 + 4z 2 +1 = 0 


o 


(x 2 +z 2 +2) -(x 2 + 3) = y 4 (l) hoặc 
o (x 2 + z 2 +1) 2 + X 2 + 2z 2 = y 4 (2) 

Nhưng ta có X 2 + 2z 2 £0và X 2 +3>0;(Vx,zeZ). Từ (1) và (2), ta có 

(x 2 + z 2 +1) 2 <,y 4 < (x 2 + z 2 + 2) 2 => y 4 = (x 2 + z 2 +1) 2 . Kết hợp với phương 

trình (2) ta có X 2 + 2z 2 = 0 => x = z = 0 nên y = ±1. Vậy phương trình có 
nghiệmnguyên là (x; y; z) = (0; 1; 0 ); (0; -1; 0). 
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■4 


\ 
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V 


111 , 1 

- 75 - 4 “V 4 —9 4 ... 4—-r 

2 2 3 2 4 2 n 2 y 


< n - 1 .Vậy: s<n-l (1) 


♦Ta chứng minh: s > n - 2 

TkÃ " . . 111 1111 
Thật vậy: 7 ^-+ ^ < —4 — 4 — 4 ...+ 


1 


n 


íl-il. 

(1 

0 , 
-4 

(1 

-ỉl— 

r 1 

0 

1 2 J 

u 

3y 

u 

4 J 

l(n-l) 



1.2 2.3 3.4 (n-l).n 

1 


< 1 - - 
n 


Do đó: s > n - 1 - 


V 


1-ỉ 

n 


= n - 2 4 — >n -2. 
n 


Ta có: 


Vậy: s > n - 2 (2). Từ (1) và (2) ta suy ra: n-2<s<n-l với mọi số 
nguyên dương n > 2. Mà n - 2 và n - 1 là hai số nguyên dương liên tiếp, 
nên s không là số nguyên. 

5. Gọi X, y, z là các cạnh của tam giác vuông 1 < X < y < z 

X 2 4 y 2 = z 2 (*) 
xy = 2(x 4 y 4 z)(**) 

. Từ (*) ta có: z 2 = (x 4 y) 2 - 2xy = (x 4 y) 2 - 4(x 4 y 4 z) 

= (x 4 y) 2 - 4(x 4 y) — 4z 

<=> z 2 4 4z 4 4 = (x 4 y) 2 -4(x 4 y) 4 4 <=>(z + 2) 2 = (x + y-2) 2 

o x + y-2 = z + 2 (vìx + y >2) 

. Thay z = X 4 y - 4 vào (**) ta được: 


(x - 4)(y - 4) = 8 o « 


x - 4 = 1 


y - 4 = 8 


hoặc 


x - 4 = 2 
y - 4 = 4 


( vì y > x) 




x = 5 
y = 12 


hoặc 


X = 6 

y = 8 


. Vậy độ dài các cạnh tam giác vuông cần tìm là: 5,12,13 hoặc 6,8,10. 
6. Gọi sô cần tìm là: A = la 1 a 2 ...a n 

Đặt B = a,a 2 ...a n . Ta có: A = 1B 
. Theo dề bài ta có: BI = 3. 1B 

^10B + 1 =3(10* +B) B = 31 % ~ l 
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. Bằng phép thừ với n = 5 thì B = 42857 
. Khi đó số bé nhất cần tìm là A = 142857. 

7. Do a chính phưcmg nên a bằng 1, 4 hoặc 9. Do đó ad bằng 16 hay 49. Suy 

ra cd bằng 16, 36 hay 49. Từ những điều này ta có a = 1 hoặc a = 4. 

Vậy abcd có dạng: lbl6, lb36, lb49, 4bl6, 4b36, 4b49 trong này chỉ 
có 1936 là số chính phưomg. 

8. Xét người A. Trong 5 người còn lại phải có ba người cùng nói chuyện 

được hoặc cùng không nói chuyện được với A, ta gọi ba người này là B, 
c, D. Giả sừ cả B, c, D cùng nói chuyện được với A. Theo giả thiết, có ít 
nhất hai trong ba người ấy nói chuyện được với nhau, cùng với A, họ lập 
thành một bộ ba cần tìm. 

Giả sừ B, c, D cùng không nói chuyện được với A. Theo giả thiết, suy ra 
rằng nhóm (B, c, A) có B, c nói chuyện với nhau; nhóm (B, D, A) có B, 
D nói chuyện với nhau; nhóm (C, D, A) có D, c nói chuyện với nhau. 
Vậy lúc này (B, c, D) là bộ ba phải tìm. 

9. Ta phải có 0 <; x,y,z £ 6 . Từ giả thiết: 

49x + 7y + z = 121z + llx 4- y => 19x = 60z-3y 
Do đó X chia hết cho 3, tức là X = 3 hoặc X = 6 . 

* X = 3 thi y = 20z -19, suy ra z = 1; y = 1. 

* X = 6 thì y = 30z - 38 (loại). 

Vậy, số phải tìm là 155, viết ừong cơ số 7 là 311 và trong cơ số 11 là 
131. 


10. Với mọi X ta có: (x + a)(x - 4) - 7 = (x + b) (x + c) 
Nên với X = 4 thì -7 = (4 + b)(4 + c) 


Cỏ 2 trường hợp: 


4 + b = 1 
4 + c = -7 


hoặc 


4 + b = 7 
4 + c = -l 


Trường hợp thứ nhất cho b = -3;c = -ll;a = -10. 

Tacó: (x-10)(x-4)-7 = (x-3)(x-ll) 

Trường hợp thứ hai cho b = 3;c = -5;a = 2 
Ta có(x + 2)(x-4)-7 = (x-I-3)(x-5) 

11. 3x 2 + lOxy + 8y 2 = 96 

o 3x 2 + 4xy + 6xy + 8y 2 = 96 <=> (3x 2 + 6xy) + (4xy + 8y 2 ) = 96 

o3x(x + 2y) + 4y(x + 2y) = 96o(x + 2y)(3x + 4y) = 96. Do X, y nguyên 
x + 2y;3x + 4y nguyên dương và 3x + 4y > X + 2y > 3 . Mà 
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96 = 2 5 .3 có các ước là 1; 2; 3; 4; 6; 8; 12; 24; 32; 48; 96 được biểu diễn 
thành tích 2 thừa số không nhỏ hon 3 là: 96 = 3.32 = 4.24 = 6.16 = 8.12 
Lại có X 4 2y và 3x + 4y có tích là 96 (số chẵn) có tổng 4x + 6y là số chẵn 

doJó 1* :; 4 „. 

[3x 4 4y = 24 

Hệ ohương trình này vô nghiệm. 

Tr íx 4 2y = 6 fx = 4 
Hoảc < _ _ => 

[3x 4 4y = 16 [y = 1 

Hoảc I x ^ _. Hệ phương trình vô nghiệm. 

[3x + 4y = 12 y B 

Vậ} các sô X, y nguyên dương cân tìm là (x, y) = (4, 1) 

12. Gọ bốn số nguyên dương liên tiếp là x;x 4 l;x 4 2;x 4 3 với X nguyên 

dưcng. Giả sử x(x 4 l)(x 4 2)(x 4 3) = k 2 o (x 2 +3x)(x 2 +3x + 2) = k 2 
<=>(x 2 4 3x 4 l) 2 -1 = k 2 . Trong đó (x 2 4 3x 4l) 2 và k 2 là hai số chính phương 

hơn kém nhau 1 đơn vị nên Ịx 2 43x4 lý 2 =1 và k 2 =0 => X = 0;x = -3 trái 

với giả thiết. Vậy tích của bốn số nguyên dương liên tiếp không thể là số 
chính phương. 

b) Chứng minh ràng với số nguyên dương a chia cho 4 dư 2 thì biểu thức 

p = 3 n 4 an 4 3 chia hết cho 4 với số nguyên dương n bất kỳ. 

b) p = 3 n 4 an 4 3 với n nguyên dương 

Với a = 4m 4 2(m 6 N *) thì p = 3 U +(4m + 2)n + 3 

* n = 1 thì p = 3 4 4m 4 2 4 3 = 84 4m: 4 

* Gả sử p = 3“ 4(4m 4 2)n 4 3:4với n = k, tức là: 

P K =3 k 4 (4nt 4 2)k 4 3:4 

* Ta có: P k+1 = 3 k+1 4 (4m 4 2)(k 41)43 

= 3‘.(2 4 1) + (4m +2)k + 4m + 2 + 3 = 3 k .2 4 3 k 4 (4m 4 2)k 4 4m 4 2 4 3 
= P t 4 3 k .2 4 4m 4 2 = P k 4 4m4 2(3 k 4l):4. Vậy P:4 với a = 4m + 2 

13. X 2 } 2 -X 2 -8y 2 =2xy (1). Ta có X = y = 0 là một nghiệm của phương 
triiủ. Xét x;y ^0. Từ(l) <=> y 2 (x 2 -7) = (x 4 y) 2 

=>ĩ. 2 — 7 la số chính phương X 2 - 7 = a 2 => (x - a)(x 4 a) = 7 
x; y) = (0; 0); (4; - 1 ); (4; 2); (-4; 1 ); (-4; -2) 
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14. Ta có X + y = 6-v/xỹ. Chia cả hai vế cho y ta được: — +1 = 

y 

Đặt t = ^ > 0; ta có phương trình: t 2 - 6t +1 = 0 
Giải phương ừình ta được hai nghiệm: = 3 + 2 V 2 vàt 2 = 3 - 2 V 2 



Vậy - = t 2 = 17 ±12^. 

y 

15. B = 1 + 2 + 3 +... + n => 2B = n (n +1); A = l 2006 + 2 2005 + 3 2005 +... + n 2006 
=> 2A = (l 2005 + n 2005 ) + [2 2005 + (n - 1) 2005 ] +... 

+ [(n - 1) 2005 + 2 2005 ] + (n 2005 + 1 2005 ) 

Các biểu thức trong ngoặc đều chia hết cho n + 1 nên: 2A:(n +1) (1) 


Lại có: 

2A = (l 2005 + (n - 1) 2005 ) + [2 2005 + (n - 2) 2005 ] + ... + [(n -1) 2005 + 1 2005 ] + 2n 2005 

Các biểu thức trong dấu ngoặc đều chia hết cho n nên 2A: n (2) 

Vì n và n + 1 là hai số nguyên tố cùng nhau nên từ (1) và (2) suy ra 
2A:n(n + l) = 2B.Vậy A:B. 

16. Gọi số cần tìm là abcde, ta có: abcde = ab 3 

Đặt x = ab;y = cde(0^y<1000).Tacó:1000x + y = x 3 (1) 


=> lOOOx ^ X 3 => 1000 ^ X 2 32 < x(2). Vì y < 1000 nên từ 
(1)=> 1000X +1000 > X 3 => x(x 2 -1000) < 1000 

=> x < 33 (3). Từ (2) và (3) suy ra X = 32.Vậy số cần tìm là 32 3 = 32 7 68. 

17. Gọi số có ba chữ số cần tìm là abc (a;b;c € N;0 < a £ 9;0 < b;c ^ 9). 


T, , abc lOOa + lOb + c . 99a-f9b 

Ta có: k=—— =---= 1 + — - 

a+b+c a+b+c a+b+c 

Với a,b xác định thì k bé nhất khi c lớn nhất => c = 9 


, , 99a + 9b , 9(a + b + 9) + 90a -81 

k = 1 + ——-= 1 + —^— 7 


a + b + 9 
90a -81 



= 10 + 


a + b + 9 
90a -81 
a + b + 9 
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Vơi a xác định thì k bé nhất khi b lớn nhất => b = 9 

90a-81 _ 10a-9 _ 10(a + 18)-189 

k = 10 4- = 10 4 9. — — = 10 4 9. 1 / n 

a 4 18 a + 18 a 4 18 

= 10-1-90- ——= 190 —— 7 ^- bé nhất khi a bé nhất => a = 1 
a + 18 a + 18 

Viy sổ phải tìm là 199 và k = -~- 

18. n 4 2n 3 4 2n 2 -I- n 4 7 là số chính phương 

cr 4 (n 4 4 2n 3 4 2n 2 4 n 4 7 ) = k 2 (k e z) <=> 4n 4 -I- 8n 3 4 8n 2 4 4n + 28 = k 2 

<r (2n 2 4 2n -I- l) 2 4 27 = k 2 <=> k 2 - (2n 2 4 2n 4 1 ) =27 
c: (k + 2n 2 +2n + l)(k-2n 2 -2n-l) = 27 

Xct các trường hơp xảy ra tìm được n = 2 hoặc n = -3 

19. x‘‘ 4 y 2 4 z 2 41 2 = X (y 4 z 4 t). Nhân cả hai vé của phương trình với 4: 

4) 2 + 4y 2 4 4z 2 4 - 4t 2 = 4xy 4 4xz + 4xt 

cr X 2 4 X 2 - 4xy 4 4y 2 4 x 2 - 4xz 4 4z 2 4 X 2 - 4xt 4 4t 2 = 0 

cx X 2 4 (x - 2y) 2 4 (x - 2z) 2 4 (x - 2t) 2 = 0 

Siy ra X = y= z = t = 0. 

20. <Cich 1: Vai trò của X và y như nhau nên ta có thể giả sừ: X > y. 

~ . 1 , 1 1 _ n 1 1 _ _ 0 

Tccó: — 4 — = 7 -; x>0=> — < — =>y>2 

X y 2 y 2 

A 1 1 1 1 1 2 _ . 

X > y > 0 => — < — =>-7 = — + — <— => y < 4. Do đó: y = 3 hay y = 4. 

X y 2 X y y 

Vci y = 3 thì X = 6 . Do tính đối xứng ta cũng có: X = 3 và y = 6 . 

Vrì y = 4 thìx = 4. 

iCích 2: ỉ 4 — = 7 <=> 2(x 4 y) = xy <r> 2x - xy 4 2y = 0 
X y 2 

<«x(2-y)-2(2-y) = -4 

((2- x)(2 - y) = 4 = 1.4 = 4.1 = (-l)(-4) = (-4)(-l) = 2.2 =(-2)(-2). 

Vì X, y > 0 nên 2 - X < 2, 2 - y < 2. Do đó ta có các trường hợp: 

• 2-x = l và 2-y = 4ox = lvày = -2 (loại). 

• 2-x = -lvà2-y = -4<=>x = 3vày=6 (nhận). 

• 2-x = -4và2-y = -lox = 6và y = 3 (nhận). 

• 2-4x = -2và 2-y = -2ox = 4 và y = 4 (nhận). 








21. Để khử a, ta biến đổi các phương trình đã cho thành 6a-f 9b =18 và 

6a + 8c = 2. Suy ra 9b - 8c = 16. Do đó c = = b - 2 + ^ 

8 8 

, ị) ; 

b, a, c là các sô nguyên khi và chỉ khi ^ là sô nguyên. 

Đặt b = 8k (ke Z) thì c = 8k - 2 + k = 9k - 2. 

Thay vào 3a + 4c = 1 được 3a = 1 - 4(9k -2) = -36k + 9, do đó 

a = -12k + 3. Các số nguyên a, b, c phải tìm có dạng: 
a = -12k + 3,b = 8k,c = 9k-2 vớikeZ. 

22. Vì n là số nguyên chẵn, ta đặt n = 2k, và có: 

A = n 3 + 20n = (2k) 3 + 20 (2k) = 8k 3 + 40k = 8(k 3 + 5k) 

Ta thấy ngay Ai 8 (1). Bây giờ ta sẽ chứng minh: (k 3 + 5k):6 . Ta có: 
k 3 +5k = k 3 -k + 6k = (k 3 -k) + 6k. Trong bài trên ta đã chứng minh 
(k 3 -k):6 và rõ ràng 6k: 6 nên (k 3 +5k):6 (2) 

Từ(l) và (2) suy ra: A:48. 

23. Chú ý ràng 323 = 17.19 và (17, 19) = 1 nên ta sẽ chứng minh: 

A; 17 và A ; 19. Ta viết: A = 20“ 4- 16 n - 3 n -1 = (20 n - 3") + (l6 n -1). 

Ta có: B = 20“ -3“i(20-3) = 17 và c = 16"-li(l6 + l) = 17 (do n chẵn) 
Do đó A = B + c chia hết cho 17(1). Tương tự, ta lại viết: 

A = 20 n +16 n -3 n -l = (20 n -l) + (l6 n -3”) 

Ta có: D = 20 n — li(20 -1) = 19; E = 16“-3 n ;(16 + 3) = 19 (don chẵn) 
Do đó: A = D + E chia hết cho 19. Từ (1) và (2), ta suy ra A Í17.19, tức 
A:323. 


24. a. Cách 1: A = X 3 (x 2 -7 2 ) 2 -36x 

= x[x 2 (x 2 - 7) 2 - 36 = X (x 6 - 14x 4 + 49x 2 - 36) 

= x [(x 6 - 9x 4 ) - (5x 4 - 45x 2 ) + (4x 2 - 36)] 

= X[x 4 (x 2 - 9) - 5x 2 (x 2 - 9) + 4 (x 2 - 9)] = x (x 2 - 9) (x 4 - 5x 2 + 4) 

= x(x 2 -9)(x 2 -l)(x 2 -4) = x(x-3)(x + 3)(x-l)(x + l)(x-2)(x + 2). 


Cách 2: Xét: B = X 2 (x 2 - 7) 2 - 36. Dễ thấy rằng: B = 0 với X = ±1, ±2, ±3; 



là đa thức bậc 6 của X, ta cỏ: 

(x - 2)(x - l)(x + l)(x + 2)(x + 3) 
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A = (x -3)(x -2)(x-l)x(x + l)(x + 2)(x + 3) 
b. Theo kêt quả trên, ta có: 

n 5 - 7j 2 -36n = n(n-3)(n + 3)(n-l)(n + l)(n-2)(n + 2) 

Ta viết lại dưới dạng: (n -3)(n - 2)(n - l)n(n + l)(n + 2)(n + 3). 

Đây là tích của 7 số nguyên liên tiếp, trong 7 sổ nguyên liên tiếp bao giờ 
cũr.g có một sô chia hết cho 7, nên tích chia hết cho 7(đpcm). 

25. A = 5.7 2(nfl) + 2 3 " = 5.49 n+1 + 8 n = 5(41 + 8) ,1+l + 8 n 
Áp dụng công thức nhị thức Nevvton , ta có: 

(4L + 8) n+1 = 41" +1 + (n + l).41".8 + n ^ 2 +1 T l n ~ 1 .8 2 + ... +(n + 1)41.8“ + 8"* 1 

Váy: A = õ[4 r+ l + (n + l)41".8 +... + (n + l)41.8" + 8"* 1 ] + 8" 

= 5[41 n+1 + (n + l)41 n .8 + ... + (n + l)41.8"] + 5.8 U+1 + 8" 

Đít B =5[41 n+1 +(n + l)41 n .8 + ... + (n + 1)41.8"] 

Tí thấy B: 41 (vì các hạng tử trong ngoặc [] đều chia hết cho 41) 

Báy giờ ta cần chứng minh: c = 5.8 n+1 + 8 n chia hết cho 41. 

Ti có: c = 5.8 n+1 + 8 n = 8" (5.8 + 1 ) = 8 n .41. Vậy c : 41. 

Tcm lại A = B + c mà B: 41, C: 41. Vậy Ai41. 

26. Đặ x-y = a,y-z = b,z-x = c 

Tí nhặn thấy a + b + c = 0; A = a 5 +b 5 +c 5 ; B = 5abc. 

Phân tích A thành nhân từ, với điều kiện a + b + c = Otứclà -(a + b) = c 

A = a 5 + b 5 + c 5 = a 5 + b 5 - (a + b) 5 

= -5ab (a + b) (a 2 + ab + b 2 ) = 5abc (a 2 + ab + b 2 ) (do a + b = -c ). 
ViyAỈB. 

27. Phin tích A thành (k -l)(k + l)(k -3)(k + 5) khi k nguyên và lẻ thì cả 

bcn nhàn từ ưên đều chẵn, do vậy đều chia hết cho 2. Vậy cả tích phải 
-chia hết cho 16 

Nhận :ét: có thể viết:A = (k“3)(k-l)(k + l)(k + 5) ta thấy k-3,k-lvà 

k f 1 là ba số chẵn liên tiếp (do k lẻ) và có thề chứng minh được a chia 
hểt cho 96 

28. ai. 'Ta Cỏ:ị2m +1) 2 -1 = (2m +1 + l)(2m + 1-1) = 4m(m +1) 
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m và m -I- 1 là hai số nguyên liên tiếp, nên chắc chăn phải cỏ một số là 
chẵn. Do vậy tích m(m + 1) chia hết cho 2. 

Vậy 4m (m +1) phải chia hết cho 8. 

b. Lấy một số chẵn là 2n thì số chẵn liền sau nó là 2n + 2. 

Hiệu: (2n + 2) 2 “(2n) 2 = 4(2n + l),chia hết cho 4. 

c. Lấy một số lẻ là 2n + 1 thì số lẻ liền trước nó là 2n -1. Ta xét hiệu: 

(2n +1) 2 - (2n -1) 2 = [(2n +1) + (2n -1)][(2n + 1) - (2n -1)] 

= 8n chia hết cho 8. 

29. Ta có (x + y)(x 2 + y 2 ) = X 3 + y 3 + xy(x + y) (1) 

x 2 + y 2 =(x + y) 2 -2xy (2); X 4 + y 4 = (x 2 + y 2 ) 2 - 2x 2 y 2 (3) 

Vì X + y, X 2 + y 2 là số nguyên nên từ (2) 2xy là số nguyên. 

Vì X 2 + y 2 , X 4 + y 4 là số nguyên nên từ (3) 2x 2 y 2 = -ỉ (2xy) 2 là số 

2 

nguyên => (2xy) 2 chia hết cho 2 => 2xy chia hết cho 2 (do 2 là nguyên tố) 
=> xy là số nguyên.Do đó từ (1) suy ra X 3 + y 3 là số nguyên. 


30. Gọi a, b, c là độ dài 3 cạnh tam giác vuông ABC, c là cạnh huyền. 

Ta có a 2 + b 2 = c 2 ; a, b, c e N*, diện tích tam giác ABC là s = ^ 

Trước hết ta chứng minh ab chia hết cho 12. 

+ Chứng minh ab:3 : Nếu cả a và b đồng thời không chia hết cho 3 thì 
a 2 + b 2 chia 3 dư 2. Suy ra số chính phưomg c 2 chia 3 dư 2, vô lý. 

+ Chứng minh ab:4 “Nếu a, b chẵn thì ab:4 . 

“ Nếu trong hai số a, b có số lẻ, chẳng hạn a lẻ. 

Lúc đó c lẻ. Vì nếu c chẵn thì c 2 :4, trong lúc a 2 + b 2 không thể chia hết 
cho 4. Đặt a = 2k + 1, c = 2h + 1, k, h e N. 

Ta có: b 2 =(2h + l) 2 “(2k + l) 2 = 4(h“k)(h + k + l) 


= 4(h “ k)(h - k +1) + 8k(h - k):8. 

Suy ra b: 4 . Neu ta chia cạnh AB (chẳng hạn) thành 6 phần bằng nhau, 
nối các điểm chia với c thì tam giác ABC được chia thành 6 tam giác, 

mỗi tam giác này có diện tích bàng ^ là một số nguyên. 


31. a) Biến đổi: n 3 + 3n 2 + 2n = n(n + l)(n + 2) đó là tích 3 số nguyên liên tiếp, 
b) Biến đồi: (n-l)n(n + l)(n + 2) đó là tích 4 số nguyên liên tiếp. 

32. a) Biếnđgi: n(n + 2)(n + 4) rồi thay n = 2k,được 8k(k + l)(k + 2). 

b)Ếf?nâilif£h n 4 - 10n 2 + 9 thành nhân từ rồi thay n = 2k +1. 
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33. a) Ti có a 2 là số chính phương lẻ nên chia cho 8 dư 1, a 2 là số chính 
phưcng không chia hết cho 3 nên chia cho 3 dư 1. Suy ra a 2 - 1 chia hết 
cho $, chia hét cho 3, do đó chia hết cho 24. 

b) Áo dụng kết quả của câu a). 

c) 240 = 2 4 .3.5; A = a 4 -1 - (a 2 - l)(a 2 + l) = (a - l)(a + l)(a 2 + l) 

Neu a lẻ thì (a-l)(a +1) là tích của hai số chẵn liên tiếp nên chia hết 

cho 8, còn a 2 +1 chia hết cho 2, do đó A chia hết cho 16. Còn nếu a 
chẵr thì A không chia hết cho 2. 

Nếu a - 3k ± 1 (k € N) thì a 2 -1 chia hết cho 3, do đó A chia hết cho 3. 
Còn nếu a = 3k (k e N) thì A chia cho 3 dư 2. 

Nểu a = 5k ± 1 (k e N) thì a 2 -1 chia hết cho 5, nếu a = 5k ± 2 (keN) 

thl a 2 -i-l chia hét cho 5, do đó A chia hết cho 5. Còn nếu 
a = 5k (k 6 N) thì A chia cho 5 dư 4. Vậy điều kiện đề a 4 -1 chia hết 
cho 240 là a lẻ, không chia hét cho 3, không chia hết cho 5. 

Chú ỷ: Từ kết quả trên, ta có bài toán: Nếu a là số nguyên tố lớn hơn 5 
tha £ 4 -1 chia hét cho 240. 

34. Chúng minh n chia hết cho 3: Nếu n = 3k + 1 thì n +1 = 3k + 2, không là 
số ciính phương, loại. Nếu n = 3k + 2 thì 2n +1 = 3(2k + l) + 2, không 
là S(' chính phương, loại. Vậy n chia hết cho 3. 

Chúng minh n chia hét cho 8: Ta có 2n +1 là số chính phương lẻ nên 
chiiacho 8 dư 1 (1), do đó 2n chia hết cho 8, n chia hết cho 4, n +1 là số 
chiím phương lẻ nên chia cho 8 dư 1, do đó n chia hết cho 8. 

35. 2n -1 là số chính phương lẻ nên chia cho 8 dư 1 => n chẵn => 3n +1 là 
số' ciính phương lẻ, số này chia cho 8 dư 1 nên 3n chia hết cho 8, do đó n 
chua hết cho 8(1). 

Cách 1. 3n +1 tận cùng 1, 5, 9 => 3n tận cùng 0, 4, 8 => n tận cùng 0, 8, 6. 
Loạ trường họp n tận cùng bằng 8 (vì 2n +1 tận cùng bằng 7, không là 
số> cứnh phương), loại trường họp n tận cùng bằng 6 (vì khi đó 2n +1 
tậm (ùng bằng 3, không là số chính phương). Vậy n tận cùng bằng 0. (2) 
Tíừ (1) y#\2) suy ra n chia hết cho 40. 

* ẩíl/ 
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Cách 2: 2n +1, 3n -I-1 là các số chính phương lẻ nên tận cùng băng 1, 5, 9 
do đó chia cho 5 dư 1, 0, 4. Tồng của chúng là 5n + 2 nên mỗi số 
2n + l, 3n + l đều chia cho 5 dư 1, do đó 2n và 3n đều chia hết cho 5, vậy 

n chia hết cho 5. (3) 

Từ (1) và (3) suy ra n chia hết cho 40. 

36. a) Phân tích thành nhân từ: 

12n 2 - 5n - 25 = 12n 2 + 15n - 20n - 25 
= 3n(4n + 5) - 5(4n + 5) = (4n 4- 5)(3n - 5) 

Do 12n 2 - 5n - 25 là số nguyên tố và 4n + 5 > 0 nên 3n - 5 > 0 . Ta lại 
có 3n - 5 < 4n 4- 5 (vì n > 0) nên để 12n 2 - 5n - 25 là số nguyên tố thì 
thừa số nhỏ phải bằng 1. Giải điều kiện 3n - 5 = 1, được n = 2. 

Khi đó, 12n 2 - 5n - 25 = 13.1 = 13 là số nguyên tố. 

Vậy với n = 2 thì giá trị biểu thức 12n 2 - 5n - 25 là số nguyên tố 13. 

b) Biến đồi: 8n 2 4- lOn 4- 3 = (2n +1)(4n 4- 3) 


Đáp số: n = 0, khi đó 8n 2 4- lOn 4-3 = 3. 

c) A = . Do A là số tự nhiên nên n(n + 3) : 4 . Hai số n và n 4- 3 


không thể cùng chẵn. Vậy hoặc n, hoặc n 4- 3 chia hết cho 4. 

Nếu n = 0 thì A = 0, không là số nguyên tố. 

Nếu n = 4 thì A = 7,làsố nguyên tố. 

Nếu n = 4k (k e z, k > l) thì A = k(4k 4* 3) là tích của hai thừa số lớn 
hơn 1 nên A là hợp số. 

Nếu n + 3 = 4 thì A = 1, không là số nguyên tố. 

Nếu n + 3 = 4k (k € z, k > l) thì A = k(4k -3) là tích của hai thừa số 

lớn hơn 1, nên A là hợp số. 

Vậy n = 4 khi đó A = 7. 

37. a) n 2 4-2n-4 = (n-3)(n4-5)4-ll chia hết cho 11.Vậy n = BS 114-3 


hoặc n = BS 11-5. 

b) Đáp số: 1, 0, 3, -2. 

c) n 3 - 8 4- 6 chia hết cho n - 2 nên 6 chia hết cho n - 2. 

Đáp số: 3; 1; 4; 0; 5; 8; -1; -4 

d) Phải cỏ n 2 4- n 4-1 là ước của 3. Chú ý ràng n 2 4- n 4-1 > 0 nên chỉ xét 
n 2 4- n 4- 1 = 3 hoặc n 2 4- n 4- 1 = 1 . 
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e) A = n 4 - 2n 3 + 2n 2 - 2n + 1 = (n -1) 2 (n 2 -f l) 

B = n 4 -l = (n 2 +l)(n + l)(n-l) 

Do n ít ±1 nên n -1 chia hết cho n + 1 => 2 chia hết cho n + 1. 

Đáp số: 0; -2; -3 (chú ý n = l loại) 
í) Chia n 3 - n 2 + 2n + 7 cho n 2 +1, được n -1, dư n + 8 . 
n + 8 : n 2 + 1 => (n + 8)(n -8) = n 2 - 64 : n 2 + 1 

=> n 2 + 1 - 65 : n 2 + 1 => 65 : n 2 +1 
Lầr. lượt cho n 2 +1 bàng 1; 5; 13; 65 được n bàng 0; ±2; ±8. Thử lại 
các giá trị n = 2 ;n = 0; n = -8 thỏa mãn. 

38. a) n 3 -n = n(n 2 -l) = (n -l)n(n + l).'Trong 3 số nguyên liên tiếp, có 

mội bội số của 3. Vậy n 3 - n chia hết cho 3. 

b) Cách ỉ: Phân tích thành một tổng trong đó một số hạng là tích 5 số 
nguyên liên tiếp, số hạng kia chia hết cho 5. 

n 5 - n = nín 2 - l)(n 2 + l) = n(n 2 - l)(n 2 -4 + 5) 

= n(n 2 -l](n + 2)(n-2) + 5n(n 2 -l) 

= (n - 2)(n - l)n(n + l)(n + 2) + 5n(n 2 -1) 

Số iạng đầu ĩà tích 5 số nguyên liên tiếp nên chia hết cho 5. số hạng sau 
cùng chia hết cho 5. Do đó n 5 - n chia hết cho 5. 

Cũrg có thể diễn đạt dưới hình thức xét hiệu giữa n 5 -n và tích 5 số 
nguyên liên tiêp. 

(n 5 -n)-(n-2)(n-l)n(n + l)(n + 2) =(n 5 -n)-(n 5 “5n 3 + 4n) 

= 5i 3 - 5n. 

Cách 2: Xét số dư của n trong phép chia cho 5. 

A = n 5 -n = n(n 4 -l) = n(n 2 +l)(n 2 -l) 

Nếu n = 5k (k nguyên) thì n chia hết cho 5. 

Nếu n = 5k ± 1 thì n 2 -1 chia hết cho 5. 

Nếu n = 5k ± 2 thì n 2 +1 chia hết cho 5. 

Trường hợp nào cũng có thể có một thừa số của A chia hết cho 5. 

c) Cảch 1: Xét hiệu 

(n 7 - n) -(n-3)(n “2)(n - l)n(n + l)(n + 2)(n + 3) 
n 4 -7n 2 +5). 
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Cách 2: Phân tích n 7 -n thành n(n 3 + l)(n 3 -l) rồi xét các trường hợp 
n = 7k; n = 7k ± 1; n = 7k ± 2; n = 7k ± 3. 

Chú ỷ: n 9 - n không chia hết cho 9 với mọi số nguyên n (ví dụ 
2 9 - 2 = 510 không chia hết cho 9). Các bài 5Oa, b, c là trường hợp đặc 
biệt của định lý Fec-ma: Nếu p là số nguyên to thì n p - n chia hêt cho p 
với mọi số nguyên n. 

39. 2n 3 + 3n 2 + n = 2n 3 - 2n + 3n 2 + 3n = 2(n 3 - n) + 3n(n + 1) 

Mỗi số hạng đều chia hét cho 6 nên tồng chia hết cho 6. 

40. a 3 b-ab 3 =a 3 b-ab-ab 3 +ab = b(a 3 -a)-a(b 3 -b) 

Các số a 3 -a; b 3 — b đều chia hết cho 6. 

41. Gọi các số nguyên đó là a và b. Xét hiệu: 

(a 3 +b 3 )-(a + b) = (a 3 -a) + (b 3 -b).vế phải của đằng thức trên chia 

hết cho 6 nên (a 3 + b 3 ) - (a -I- b) chia hết cho 6. 

Do đó, nếu a + b chia hết cho 6 thì a 3 + b 3 chia hết cho 6, nếu a 3 4 b 3 
chia hết cho 6 thì a + b chia hết cho 6. 

42. Cách 1: Gọi 3 số nguyên liên tiếp là n - Ị; n; n +1. Ta có: 

(n -1) 3 + n 3 4- (n +1) 3 = 3n 3 + 6n = 3n 3 - 3n + 6n + 3n = 3 (n 3 - n) + 9n 
Tổng trên chia hết cho 9. 

Cách 2: Cũng biến đổi như trên được 3n 3 + 6n = 3n(n 2 + 2) rồi xét các 
trường hợp n = 3k; n = 3k ± 1. 

Cách 3: Trong 3 số nguyên liên tiếp, cỏ một số chia hết cho 3, một số 
chia hết cho 3 dư 1, một số chia hết cho 3 dư 2. Do đó tồng các lập 

phương của chúng có dạng (3a) 3 +(3b + l) 3 +(3c + 2) 3 . Khai triền, ta 
thấy tồng trên chia hết cho 9. 

43. n 5 - 5n 3 + 4n = n(n 4 - 5n 2 + 4) 

= n(n 2 -l)(n 2 -4) = n(n + l)(n - l)(n + 2)(n - 2) . Đây là tích của 5 số 

nguyên liên tiếp. Trong 5 số nguyên liên tiếp, có ít nhất 2 bội sổ của 2 
(trong đó có một bội số của 4), một bội số cùa 3, một bội số cùa 5. Do đó 
tích 5 số nguyên liên tiếp chia hết cho 8, cho 3, cho 5. Các số 8, 3 và 5 
’***' ong nhau đôi một nên tích 5 số nguyên liên tiếp chia hết cho 
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44. n 1 -3n 2 - n 4- 3 = n 2 (n - 3) - (n - 3) = (n - 3)(n - l)(n + 1). 

Th.iy n=2k + l (k nguyên) ta được (2k-2).2k.(2k + 2) hay 8(k-l)k(k + l). 
Tích 3 sô nguyên liên tiếp chia hêt cho 6 nên tích trên chia hết cho 48. 

45. Phân tích thành n (n 4- 4)(n - 2)(n 4- 2) rồi thay n = 2k được 
16ỉ(k f 2)(k - l)(k 4-1). Chú ý tích 4 số nguyên liên tiếp chia hết cho 24. 

46. Viét biểu thức dưới dạng 

n 2 4 lln 4- 39 = n 2 4- lln 4- 18 4- 21 = (n 4- 9)(n 4- 2) 4- 21 = A . 

Ta thấy n + 9 và n + 2 có hiệu bằng 7 nên chúng hoặc cùng chia hết cho 
7, loặc cùng không chia hêt cho 7. Neu n + 9 và n + 2 cùng chia hết cho 
7 tiì (n + 9).(n + 2) chia hết cho 49, nhưng 21 không chia hết cho 49 
nêr A không chia hết cho 49. 

Nei n 4 9 và n 4- 2 cùng không chia hết cho 7 (7 là số nguyên tố) thì 
i n + 9).(n 4- 2) không chia hêt cho 7, nên cũng không chia hết cho 49. 

Vặ/, với mọi số nguyên n thì n 2 4- lln + 39 không chia hết cho 49. 

Chí ỷ: Trong biến đổi trên, ta đưa biểu thức n 2 +1 ln + 39 về dạng 
(n+ a)(n 4- b) + c. trong đó (n 4-a)-(n 4-b) = 7, a + b = ll. Như vậy chỉ 

ca 7 chọn a và b sao cho a - b = 7 VÀ a 4 b = 11 . Do đó chọn 
a = 9; 1) = 2. 

47. Viỉt n + n + 1 thanh = —2— / —-2- ' - - rồi lý luận như 

2.3.4...(n - l)n 2.3.4...n 

trêi ta có đpcm. 

48. Gậ 4 số nguyên liên tiếp là n, n + 1, n 4- 2, n 4- 3 , ta có: 
m n + l)(n 4- 2)( n 4- 3) + 1 = (n 2 + 3n)(n 2 + 3n + 2 ) 4 -1 

= n 2 4 * 3n) 4 - 2(n 2 4- 3n) 4-1 = (n 2 4-3n 4-1) 2 


49. ía)Đẻ chứng minh n 4 4 - 4 là hạp số, ta chứng tò —— 

n-1 n (n-l)n 

phin tích được ra tích hai thừa số lớn hơn 1 (với n > 1). Thêm bớt 4n 2 
wàí biểu thức rồi phân tích ra thừa số được (n 2 4- 2n 4- 2) (n - 1) 2 4- 1 . 
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b) n 4 + 4k 4 = (n 2 + 2nk + 2k 2 )(n 2 - 2nk + 2k 2 ) rồi chứng minh mỗi thừa số 
đều lớn hom 1. 

50. a) 2 32 + 1. 

b) Dựa vào câu a), rồi chứng minh (l + ab-b 4 )a 4 +1 chia hết cho 1 + ab. 
Do đó 2 32 + 1 chia hết cho 1 + 2 7 .5 = 641. 


51. Đặt 11.^1 = k thì 9k +1 = 99.-9 +1 = 10 n 


D 


D 


Ta có A = n : .T 22...2 = n ;i T .10 n +2. 11...Ị = k.10" +2k 

0 D ũ n 

= k(lO“ + 2) = k(9k +1 + 2) = 3k(3k +1). 

Vậy A là tích 2 số nguyên liên tiếp 33.„3 và 33.^3 4. 


52. Cũng đật 11...1 = k, ta cỏ 

n 


k.lO“ + k - 2k = k.10” -k = k(lO n -1) = k.9k = (3k) 2 


( V 

33-3 
V lú 7 


53. Đáp số: Tồn tại. 

Xét 2004 số có dạng 2002, 20022002,..., 20022002...2002. 

54. Ta cần chứng minh tồn tại hai lũy thừa của 2001 mà hiệu chia hét cho 
10 4 . Xét 10 4 số: 2001 1 , 2001 2 , ..., 2001 104 

55. Ta cần chứng minh tồn tại neN* sao cho 3" -1 : 10 4 


Xét 10 4 số 3\ 3 2 , ..., 3 10 *. 

56. Gọi 2001 số đã cho là a lf a 2 , ..., a 2001 . Xét 2001 tổng sau: 


Sj — aj; s 2 a. ì + a 2 .... 

^2001 = a i + a 2 + ••• a 2001 

57. Trong 8 số đã cho tồn tại hai số A và B sao cho A = B(modì7)đó. 

Khi đó, số c = AB = 1000A + B = 1001A + (B - A) chia hết cho 7. 

58. Từ 1 đến 100 có tất cả 26 số nguyên tố. Khi phân tích 27 số đã cho ra 
thừa số nguyên tố có ít nhất hai số cùng chứa một thừa số nguyên tố nào 
đ ó.U ai^ này có ước chung lớn nhất khác 1. 
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§8. Bắt đáng thức 


Một số kiến thức cơ bản 


1. Tnhchất 

1. Ttih chất bắc cầu: a > ồ, b> c => a> c. 

2. Cọng từng vế hai bất đẳng thửc cùng chiều, được bắt đẳng thức mới 
cing chiều với các bất đẳng thức đã cho: 

a > b,c > d => a + c > b + d. 

Cm ỷ: Không được trừ từng vế hai bất đẳng thức cùng chiều. 

3. Trừ từng vế hai bất đẳng thức ngược chiều, được bất đẳng thức mới 
cing chiều với bất đẳng thức bị trừ: 

c <d=> a-c>b-d. 

4. Tinh chất đơn điệu của phép nhăn: 

a. Nhân hai vế củã bất đẳng thức với cùng một sỏ dương: 

a > b t c > 0 => ac > bc. 

b. Nhân hai vế của bất đẳng thức với cùng một số âm và đồi chiều của 
bắt đẳng thức: 

a >b ĩ c<0=>ac<bc. 

a£&>oV _ _ 

T-ịỉ;.\ Y^acìbđ 









ÍỊ^sốỊÌỊđẳnglỊíc^^ộc 


i Ngoài các hằng bất đẳng thức aĩ 2 ộ 

: thức liên qiian đển giá trị t^ti íỂẾ 

i imìiề A 


chằng hẩt đẳng 


mnaycòncỏ ihế diễn đại 


ủ) L ạbíựb ị (2). -Bât đẳ n g : thÉ:(2) : đứS 


ương ù 


wm 


đúng, vậy (3) là đụn, 


ể sử dụng chúng như một bổ để, c 

' - « : Ti*. • ; 

lỷ: (Bất đẳng thức Côsi) Nêu a± 


^ỊSỉSj 



Các </ạ/ig bài tập cơ bản 
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Cách 2: Sừ dụng phương pháp biến đồi tương đương 

Tức là biến đổi tương đương bất đẳng thức phải chứng mình để đi đến 
một bất đẳng thức mà ta đã biết là đủng (hoặc dễ dàng chứng minh là 
đúng). 

,'ì 

Cách 3: Sừ dụng phương pháp phản chửng 
Cách 4: Có thể sử dụng phương pháp đổi biến phụ 
Cách 5: Sử dụng các bẩt đẳng thức quen thuộc 

Cách 6: Với các bất đẳng thức mà các biến có vai trò như nhau ; ta có thể 
sắp thứ tụ các biến. 

Cách 7: Khỉ chứng minh bất đẳng thức, trong nhiều trường hợp ta cần xét 
từng khoảng giá trị của biến. . 

Dạng 2: Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất 

Dể tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của một biểu thức, ta cần chú ý 
một số vấn đề sau : 

1. Cho biểu thức f(x, y...) Ta nói Mlà giá trị lớn nhắt (GTLN) của biểu thức 
f(x, y...) ki hiệu max f- M, nếu hai điều kiện sau được thỏa mân: 

Với mọi X, y... để f(x, y...) xảc định thì: í (x,y...) <,M (M là hằng số)(ỉ) 

' 7 ị. 

tồn tại Xo, yo... sao cho f (x 0 ,y 0 ...) = M (2) 

2. Cho biểu thức f(x, y...) Ta nói m là giá trị nhỏ nhất (GTNN) của biểu 
thức f(x, y...), kí hiệu min /= m, nêu hai điều kiện sau được thỏa mãn: 

Với mọi X, y... để f(x, y,...) xác định thì: f (x,y...) èm(mlà hằng số) (Ị ') 

tồntạixo,yo...saochoi(x ữ ,y ữ ..) = m(2’) 

3. Tiếng latinh: minimum là nhỏ nhất, maximum là lớn nhất. ; ^: i 

4. Chủ ý rằng nếu chỉ có điều kiện (ỉ) hay (1 ’) thì chưa thể nói gỉ về cực trị 
của một biểu thức: Chằng hạn, xét biểu thúc: A = (x - l) a + (x - 3) 2 . 

Mặc dù ta có A £ 0, nhưng chưa thể kết luận được minA = ớ f vỉ IdĩOìĩg 
tồn tại giá trị nào của xđẻA-0 

Cách lĩ Khi tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thưẻ, ta cỏ thể 
biến đổi như sau: f(x) = g(x) 2 +c hoặc f(x) = C-g(xý. í 

Cách 2 Khi tìm giả trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của biểu thúc, ta cỏ thể đồi biến. 
Cách 3: Khi tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhắt của biểu thức, nhiều khi ta 
thaỵ điểu kiện để biểu thức này đạt cực trị bởi điều kiện tươrig đương là 
biếu thức khác có giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhắt. 

Chẳng hạn: -Ả lớn nhất OẢ nhỏ nhất, 

ì lớn nhất <=> B nhỏ nhất với B > 0, 
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mm 


tìm mỉỂềĩỂÊ 


ĩg sử dụng các bất 


ố. Trong cấc hằng bất đẳng thức, cần ch 


ta giá trị lớn nhất của tỉchy giá trị nhỏ nhắt của tối 

-Nếu hai so cộ tọng không đỗi thì tích của chung 
fặật số đó bằng nhau. 

- Nếu hai số dương có tích không đoi thì tổng cục 
chi khi hai số đó băng nhau. 

V ’ ■ . -Ệ ■■‘rự. 

Để chứng minh hai mệnh đề trên, ta dùng bất đăm 

- Nếu hai sổ a và b cỏ ù + ìyk* k (hằng 80 ) thì 

k 2 . V 2 .. 

$Mz—,do đỏ maxíab )= — khívà chi Mm 1 


;> 4ab ta có 


r étí hai số dương à Vi 

ỉ , ịĩăs • 


ịlrớng trưởng hộ 

ng quá hai nhiiị^ W;V , ^ 

trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất cùa biểu ti 
ptìm miền giả tri của 'yÊỂÊỂÊÈẵỀếềỆMầ 




'nììứ-i 


Các ví dụ minh họa 

Dạng 1: Chúng minh bất đẳng thúc 


Cáchl: Dùng định nghĩa 


Vidụl: Chứng minh rằng: (x-l)(x-2)(x-3)(x-4)>-l. 


Giải: 


Xét hiệu: 

(x -l)(x -2)(x -3)(x - 4) -(-l) = (x 2 -5x + 4)(x 2 -5x + 6) +1. 
Đặt X 2 “ 5x + 5 = y. Biểu thức trên bằng (y -1) (y +1) +1 = y 2 > 0. 
Vậy (xt4)(x-2)(x-3)(x-4)^-1. 

Cách 2? yyỉinỹ cấc phép biển đổi tương đương 
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Vỉ dụ 2: Cho các số dưorng a và b thỏa mãn điều kiện a + b = 1. Chứng minh 


ràng 


r 0 

íi 0 

1+- 


V 

l h ) 


>9. 


0 

7 0 

1 + - 

1+- 

i a ) 

l b J 


>9. 


Giải: 

( 1 ) 


c=> —! . — — >9<=>ab + a + b + l> 9ab (vì ab > 0) 
a b 

<=> 1 + b + 1 > 8ab <=> 2 > 8ab (vì a + b = 1) 

o I > 4ab o (a + b) 2 > 4ab (vì a + b = 1) o (a - b) 2 > 0. (2) 

Bất đẳng thức (2) đúng, mà các phép biến đồi trên tưcmg đưomg, vậy bất 
đẳng thức (1) được chứng minh. Xảy ra đẳng thức khi và chi khi a = b. 
Cách giải khác: 


1-r 

a J 


i + r 

by 


1 + 


a 4- b 


1 + 


a + b 


/ 


2 + - 
a 


2 *ỉ 


Thuc hiện phép nhân và chú ý rằng ^- + — > 2 do a > 0, b>0. 

b a 

Chú ý: Khi sử dụng phép biến đôi tương đương, cần lưu ý các biên đôi 
tương đương có điểu kiện, chẳng hạn: a 2 > b 2 <=> a > b với a, b > 0; 

m > n o a m > a n với m, n nguyên dương, a> 1. 

Cần chỉ rổ các điểu kiện ấy khi biến đổi tương đương. 

Vi dụ 2: Cho a + b > 1 . Chứng minh rằng a 4 + b 4 > -ì. 

8 

Giải: 

Ta ;ỏ: a + b > 1 > 0 (1) 

B ình phưorng hai vế: (a + b) 2 > 1 => a 2 + 2ab + b 2 > 1. (2) 

Mặ: khác: (a - b) 2 > 0 => a 2 - 2ab + b 2 £ 0. (3) 


c ộr.g từng vế của (2) và (3): 2(a 2 + b 2 ) > 1 => a 2 + b 2 > 

2 

B ình phương hai vế cùa (4): a 4 + 2a 2 b 2 + b 4 > -ị (5) 

Mặ. khác (a 2 - b 2 ) 2 ằ 0 => a 4 - 2a 2 b 2 + b 4 > 0 (6) 

c.ộrg tìnj£ vế (5) và (6): 2(a 4 + b 4 ) > ì => a 4 + b 4 > ỉ. 


(4) 
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Vi dụ 3: Chứng minh bất đẳng thức: -^ T 4^-4-^>^- + — 4 —. 

b z c z a 2 b a c 


Giải 


Áp dụng bắt đẳng thức X 2 4 y 2 > 2xy (xảy ra đẳng thức khi X = y), ta có 

• 

a 2 b 2 a b a -p_ b 2 c 2 b c 2 a 2 0 c 

b c b c c c a a a b b 

Cộng từng vế ba bất đẳng thức trên: 


(a 2 b 2 c 2 | 0 fa b c^ a 2 b 2 c 2 a b c 

2 ìV + tV + Ìt - 2 _+T + T: ^TĨ + TT + TT^T + T 4 --r- 
u c a ) u a bj b c a 2 c a b 

Vi dụ 4: Chứng minh các bất đẳng thức với a, b, c là các số dương: 

/ . , . Jl . 1 1^ . a b c 

a. (a + b + c) — 4 — 4 - £9; b. —— 4—— 4— -—>1,5. 

^ a b c J b+cc+aa+b 


Giải 


a. Tacó: A = (a4b4c)f—4-^4 — 


a a b 


b c 


— 1 + ——H — 4 — + 1 + — 4 — 4 4 1 

b c a c a b 


= 34 

ra 

b^ 


fa 

0 


rb 


— 4 — 

4 

— 

4 — 

4 

— 4 — 


< b 

a ; 


u 

a ) 



b; 


f X V 

Ta có — 4 — > 2 với X, y dương . 
y X 

Do đó A^3 + 2 + 2 + 2 = 9. 

Vậy A ^ 9. Xảy ra đẳng thức khi và chỉ khi a = b = c. 


1 . 1.1 
— + — 4 — 

X y zj 


>9 


b. Áp dụng bất đẳng thức ở câu a: (x 4 y + z) 

trong đó X, y, z > 0. Với X = b 4 c,y = a 4 c,z = a 4 b ta được: 

2(a + b + c)í--j— + -—ĩ— 4 —' 1^9 
Ị^b + c a + c a + by 


(a + b + c) 


11.1 
4-4 


b+c a+c a+b 


>4,5 


a+b+c a 4b4c a + b4c J „ 
4——-4-—— >4,5 


+ 1>4,5=> 


ầ 


a b c 

ĩ-^-^-” 

b4-c a4c a + b 


> 1,5. Xảy 
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Ví dụ 5: cho a, b, c là độ dài ba cạnh của một tam giác. Chứng minh ràng: 

1 1 1 111 

--—-f-—-1-—— > —f —• 4—. 

a + b - c b + c - a c + a - b a b c 

Giải 


Xét ---+ -- và chú ý rằng các mẫu đều dưorng, áp dụng bất 

a + b - c b + c- a 

đăng thức + - > —— với X, y > 0, ta được: —--+ - - 

X y x + y a+b-cb+c-a2bb 


1 1.2 1 . 1 2 _i 

tưcmg tự -— -+--—— > -, --—- +-=-> -. Cọng từng vê 

b + c-a c + a-b c c + a-b a + b-c a 

ba bất đẩng thức trên rồi chia cho 2, ta được điều phải chứng minh. 

Xảy ra đẳng thức khi và chỉ khi a = b = c. 

Ví dụ 6: cho X > 0, y > 0, z > 0. 

Chứng minh rằng: (x + y)(y + z)(z + x) > 8xyz. (1) 

Giải 

Hai vế của (1) đều không âm nên để chứng minh (1), ta sẽ chứng minh 
rằng: (x + y) 2 (y + z) 2 (z + x) 2 > 64x 2 y 2 z 2 . 

Ta có (x + y) 2 > 4xy, (y + z) 2 > 4yz,(z + x) 2 > 4zx. 

Hai vế cùa ba bất đẳng thức trên đều không âm, nhân từng vế ta được: 

(x + y) 2 (y + z) 2 (z + x) 2 > 64x 2 y 2 z 2 . 

=> [(x + y)(y + z)(z 4- x)] 2 > [8xyz] 2 . Các biểu thức trong dấu ngoặc 
vuông đêu không âm nên (x + y)(y + z)(z + x) > 8xyz. 

Xảy ra đẳng thức khi và chỉ khi x = y = z. 

Vi dụ 7: chửng minh rằng với mọi giá trị của biến X, các đa thức sau đây 
nhận giá trị dưomg: 

a. x 2 -6x-fl0 b. x 2 +x + l c. (x-3)(x-5) + 4 


Giải: 

Gợi ỷ: Hãy viết các đa thức trên dưới dạng tổng cùa một số dưomg với 
một bình phương cùa một biểu thức X. 

a. Ta có: X 2 - 6x +10 = X 2 - 2.3x + 3 2 +1 = (x - 3) 2 +1 
Với mọi X thì: (x - 3) 2 > 0; do đó X 2 - 6x +10 £ 1 


b. x 2 +x + l= x + 4 

l 2 


4 4 


c. (x - 3)(x - 5) -I- 4 = (x - 4 + l)(x - 4 -1) + 4 
1 + 4 = (x - 4) 2 + 3 > 3 với mọi X. 
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Vi dụ 8: Chứng minh răng với mọi X > 0, y £ 0: 


/ . \2 

X + y ] 


>xy 


/ . __\2 
' X + y' 


>xyo 


Giải 

X + y Y (x-y) 2 

y -xy^Oo 1 - - ; ;>0 


Bất đẳng thức cuối cùng là đúng, do đó bất đẳng thức đã cho là đúng, 
(x - y) 2 = 0 khi và chi khi X = y. Do đó trong bất đẳng thức: 

£ xy, ta có dấu = khi và chi khi X = y. 


/ _ , \2 

'x + y' 


Vi dụ 9: Cho a>b>0, c>d> O.Chứng minh ràng ac > bd. 

Giải 

a>bvàc>0=> ac>bc(l) 

c > d và b > 0 =>bc > bd (2). Từ (1) và (2) theo tính chất bấc cầu của 
“>” suy ra: ac > bd (đpcm). 

Ví dụ 10: Chứng minh rằng: -i- + -^- + ... + -4-<l với neN, n > 1. 

2 3 


n 


Giải 

Ta xét một hạng tử: 

I 1 1 -.1 1 WA 1 1 1 

TT = TT" < : 77 —TT vì k > k - 1. Mà -- - = - —— - 

k 2 k.k k(k-l) k(k-l) k-1 k 

Do đó -4- < ; 1 - --4« Thay vào ta có: 
k k -1 k 

II 1. J_ 1_1 1 1 1 

2 Z< 2-1 2 ; 3 2< 3-l 3’ n 2 < n-1 n 
Cộng vế theo vế, suy ra điều phải chứng minh. 

Ví dụ 11: Chứng minh rằng với mọi số t ta đều cỏ: t 4 -1 + — > 0 

2 


(Thi vô địch toán lớp 9, Liên Xô 1990) 
Giải 


t 4 -t + “ = 
2 


1 ( 1 N / 1 \ 

1 1 


V 


+ t + ị-t 


=ít 2 -ì 


\2 




+ ‘ 2 


Biểu thức này luôn dương vì t 2 - 4 và t - 4 không đồng thòi bằng 0. 

A0 C 


-BDHSGT8- 


























Vi dụ ỉ 2 : Cho a, b, c, d là các sô nguyên thỏa a<b<c<dvàa + d = b + c. 
Chứng minh rằng: 

a) a 2 + b 2 + c 2 + d 2 là tồng của ba số chính phương. 

b) bc > ad. 

Giải: 

Cho a, b, c, d là các số nguyên thoả a<b<c<dvàa + d = b + c. 

a) Vìa<b<c<d nên ta có thế đặt a = b - k và d = c + h (h, k e N) 

Khi đỏdoa + d = b + c»b + c + h- k = b + c<=>h = k. 

Vậy a b - k và d = c + k. 

Dc đó: a 2 + b 2 + c 2 + d 2 = (b - k) 2 + b 2 + c 2 + (c + k) 2 
= :b 2 + 2c 2 + 2k 2 - 2bk + 2ck 
— b 2 + 2bc + c 2 + b 2 + c 2 + k 2 — 2bc — 2bk + 2ck + k 2 
= (b + c) 2 + (b - c - k) 2 + k 2 là tổng của ba số chính phương 
(do b + c, b - c - k và k là số nguyên) 

b) Ta có ad = (b - k)(c + k) = bc + bk - ck - k 2 = bc + k(b - c) - k 2 < bc (vì 
k e N và b < c). Vậy ad < bc ( điều phải chứng minh). 

Vi dụ]3: Cho a, b là hai số thực thỏa a 3 + b 3 = 2. 

Chứng minh 0 < a + b < 2. 

Giải: 

Cho a, b là hai số thực sao cho a 3 + b 3 = 2. Chứng minh 0 < a + b < 2. 

Ta có: a 3 + b 3 > 0 a 3 > —b 3 =>a> — b=>a + b>0 (1) 

(a - b) 2 (a + b) > 0 => (a 2 - b 2 )(a - b) > 0 => a 3 + b 3 - ab(a + b) > 0 
=> a 3 + b 3 > ab(a + b) => 3(a 3 + b 3 ) > 3ab(a + b) 

=> 4(a 3 + b 3 ) > (a + b) 3 => 8 > (a + b) 3 => a 4- b < 2 (2) 

Tủ (1) và (2) => 0 < a + b < 2. 

Víđụ Ĩ4: Chứng minh với mọi số thực X, y, z luôn có: 

|x + y-z| + |y + z-x| + |z + x- y| + |x + y + z|£2(|x| + |y| + |z|) (*) 

Giải: 

Đặt:a^x + y-z, b = y + z-x, c = z + x-y. Trong ba số a, b, c bao giờ 
cũig có ít nhất hai số cùng dấu, chảng hạn: a • b > 0. 

Lúc này :|x + y-z| +|y+ x-z| =|a|+|b| =|a+ b| = 2|y| 

Ta cỏ : X + y + z = a + b + c; 2x = a + c / 2z = b + c. Do đó để chứng minh 
((*) đúng, chi cần chứng tỏ : |c| + |a + b + c| £ |a + c|+|b + c| (**) đúng 
vóuà/?O.Tacó: 
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(**) o |c| • |a + b + c| + ab > |a + c| • |b + c| 


|ca + cb + c 2 + ab £ |(ca + cb + c 2 ) + ab| (***) 


Đặt: ca + cb + c 2 =A, ab = B,tacó B = |B| (do a.b>0) ta có: (***) 
<=> |A|+|B| > |A + B| <=> |A||B| AB <=> IAB| > AB . 

Dấu đẳng thức xảy ra ừong trường hợp các số: a, b, c, a + b + c chia làm 
2 cặp cùng dấu. Ví dụ: ab £0 và c(a + b + c)^0. 

Chú ỷ: Có thể chia ra các trường hợp tùy theo dấu của a, b, c (có 8 trường 

hợp) để chứng minh(*). 

Vỉ dụ 15: Cho a, b, c > 0. Chứng minh rằng : 

a+b b+c c + a ^ , 

———— + ——— + ——-^a + b + c 

2ab 2bc 2ca 


Giải: 

Ta có: a >0;b >0: (a + b)(a-b) 2 £0 o (a + b)[(a 2 -ab + b 2 ) -ab] > 0 


<=> (a + b)(a 2 - ab -I- b 2 ) - ab(a + b) £ 0 o a 3 + b 3 - ab(a + b) > 0 

<=> a 3 + b 3 > ab(a + b) o a ^ k --. Tương tự ta có: 

2ab 2 6 

b 3 + c 3 íb + c) c 3 + a 3 ^ (c + a) _.,_ í , |X. _ ... t 

— > —— > —- . Cộng từng vê ba bât đăng thức trên ta 

2bc 2 2ca 2 

, a 3 + b 3 b 3 + c 3 c 3 + a 3 ^ a + b b + c c + a 
có: ——— + ——— + ———£—-— + —— 

2ab 2bc 2ca 2 2 2 

_ a 3 + b 3 b 3 + c 3 c 3 + a 3 , 

<=>——— + ——— + -——ềa + b + c 
2ab 2bc 2ca 

Vậy bất đẳng thức đã được chứng minh. 


Vỉ dụ 16: Chứng minh rằng: 


11 1 1 
5 + 13 + + 2002 2 + 2003 2 < 2' 


Giải: 


11 1 1 
5 + 13 + + 20 02 2 + 20 03 2 K 2 

r|-. * 1 _ 1 _ 1 _ 1 f 1 1 ì 

n 2 +(n + l) 2 2n z +2n + l 2n(n + l) 2^n n + 1/ 


Vớin = l:—i- 
2 2 +1 



1 

2 ~5 * 
+... + 


1 

1- 

lì 

Vrri n — ° • * 

1 

1 

fi 

n 

2 

2 ) 

3 2 + 2 2 

13 

V 

2 

u 

3 J 


_ 1 

< — 


20 02 2 4- 2003 2 2 




\ 


1 V 1 

< — . 


2003 
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; . x' z V 2 

Vi dụ 17: Chứng minh răng với mọi X, y * 0 , ta có: —7 + 4 > 3 

V X 


'x + y' 
y X 




Giải: 


2 2 

' . . X V 

Biên đôi tương đương: —- + ^—+ 4>3 

V X 2 


y x; 


o (x 2 4- y 2 ) 2 -(x 2 + y 2 )xy + 2x 2 y 2 - 2xy(x 2 + y 2 ) > 0 


o (x 2 + y 2 -xy)(x 2 + y 2 -2xy)>0<=> 


'x-jl 31 

2 4 


(x-y) 2 >0 


Ví dụ 18 : Chứng minh bất đảng thức: a 3 + b 3 > a 2 b + ab 2 với a > 0, b > 0 

Giải 

a 3 + b 3 ^ a 2 b + ab 2 <=> a 3 + b 3 - a 2 b - ab 2 > 0 
o (a + b)(a 2 -ab + b 2 ) - ab(a 4- b) > 0 
o (a + b) (a 2 - ab + b 2 - ab) > 0 

o (a + b) (a - b) 2 > 0 (Bất đẳng thức này luôn đúng) 

Vậy a 3 + b 3 > a 2 b + ab 2 là bất đàng thức đúng. 

Ví dụ 19: Chứng minh rằng a, b, c là các số dương bất kì, ta có: 

a b c 3 

-- 1 --— I -— > — 

b + c c+a a+b 2 
Giải: 

Có thể giả thiết a > b > c . Khi đó: 
a 1 b 1 


a b c 3 


b + c c + a a+b 2 

L 

o -—--- +-- + --- 

b + c 2 c + a 2 a + b 2 

a-b+a-c b-c+b-a c-a+c-b 


c -ì>0 


o 




---+-—-+-- £0 

b + c c + a a + b 

(a - b)[ -4- - -4-1 + (b-c)í—4— - -4—1 + (c - a)(—4— - -4—) ;> 0 

^b + c c + a/ V c + a a + by a + b b + c 


Bất đẳng thức sau cùng hiển nhiên theo giả thiết ban đầu. 

Vỉ dụ 20: Chứng minh rằng ta có: —-— + —ỉ— + —-— > 2 

p-ap-bp-c 

cạnh và p là nửa chu vi của một tam giác. 



111 
a b c 


với 



































Ta có: 


1 


—-— + ———+ —— 
p-a p-b p-c 

1 1 1 


£2 


Giải 

111 

“7 + f + "■ 
b c 

1 


11 1 

o -— +--——-—4---- 

b + c-a a a + c-b b a + b-c c 

i2 n /y \2 


-->0 


>0 


0 2(a-b) z + 2(b- c ỵ | 2(c-a) 

(b + c-a)(a + c-b) (a 4- c -b)(a 4- b-c) (a +b-c)(b + c-a) 

Bất đẳng thức cuối cùng hiển nhiên đúng do các bất đẳng thức của ba 
cạnh trong một tam giác. 

a 3 b 3 c 3 

Vi dụ 21: Cho a, b, c > 0. Chứng minh rang > ab + bc + ca. 

b c a 


Giải: 

Dễ dàng chửng minh với a, b > 0: 

a 3 +b 3 £ab(a + b) <=> ^- + b 2 >a(a + b) (1) 

b 

h 3 _ r 3 

Hoàn toàn tưorng tự: — 4-c 2 >b(b + c) (2); — + a 2 £c(c4-a) (3) 

c a 

Cộng (1), (2), (3) ta được điều phải chứng minh. 

Vi dụ 22: Chứng minh các bất đẳng thức sau: 

a. a 2 + b 2 4- c 2 £ ab 4- bc + ca với mọi a, b, c 

, a 8 4-b 8 4-c 8 1 1 1, n , . _v 

b ,w *a b c (,>0 ’ b>0 ' c>0) 

c. a 2 4-b 2 4-c 2 4-d 2 4-e 2 £ a(b + c 4-d + e) với mọi a, b, c, d, e. 


Giải: 

a. a 2 + b 2 4- c 2 £ ab + bc 4- ca 

o a 2 4- b 2 4- c 2 - ab - bc - ca £ 0 

o 2a 2 4- 2b 2 4- 2c 2 - 2ab - 2bc - 2ca £ 0 

o (a 2 4- b 2 - 2ab) + (b 2 4- c 2 - 2bc) 4- (c 2 4- a 2 - 2ca) £ 0 

o (a - b) 2 4- (b - c) 2 4- (c - a) 2 £ 0. Bất đẳng thức này đúng. 

Do dỏ: a 2 4- b 2 4- c 2 £ ab 4- bc 4- ca là bất đẳng thức đúng. 

b. Áp dụng câu a) ta có: 

á 8 + b 8 +c 8 £ aV + bV + c V = (a 2 b 2 ) 2 + (b 2 c 2 ) 2 + (cV ) 2 

;> (a 2 b 2 ) (b 2 c 2 ) + (b 2 c 2 ) (cV) + (a 2 b 2 ) (c 2 a 2 ) = a 2 b 2 c 2 (a 2 + b 2 + c 2 ) 

£ a 2 b 2 c 2 (ab 4- bc + ca) 

^ a 2 b 2 c 2 (ab 4- bc 4- ca) a 8 4- b 8 4- c 8 ^ 1 1 1 

* ?bV ° a 3 b 3 c 3 ằ ã + b + c 
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c. a 2 4- ) 2 + c 2 + d 2 4- e 2 > a (b 4- c 4- d 4- e) 

o I 2 + b 2 4- c 2 4- d 2 4- e 2 - a (b -I- c 4- d + e) > 0 

o i 2 4 - b 2 4- c 2 4- d 2 4- e 2 - ab - ac - ad - ae > 0 


<=> ~ 4- b 2 - ab 

4 


a u 

<=> — - b 

2 


\ 

( „2 

\ 


a 2 


4 - 

— + c 

-ac 

) 

[4 

> 


+ 


'V 

— 4- d 2 - ad 


\ 

( 2 \ 


a 2 

4- 

— 4- e - ae 

/ 

l 4 ) 


>0 


a )* nẨM - 

^ - e >0 Bât đăng thức này đúng. 

^ J V ^ J V ^ J V 2 ) 

Do ió: a 2 4- b 2 4- c 2 + d 2 4- e 2 > a(b 4- c + d + e) là bất đàng thức đúng. 


Y 

/ \ 

a 

2 


2 

a ì 

+ 

/ 

o 

1 

1 

+ 

— -d 

4- 

H 


Vỉ dụ 3: Cho các số dưorng a, b, c, chứng minh rằng: 


, a b c n 
a 4- b b 4- c c+a 


Ta :ó: 


a 


a a 4- c 
< --< 


a 4- b 4-c b+a a+b+c 


Giải: 

( 1 ) 


b b b + a c c c + b 

(2); —7— < —^ < —7“ (3) 


-7-< 7-<-7-t/ h -:-<-<-7- 

a-fb + c b 4-c a + b + c a + b + c c + a a + b + c 
Cộig từng vế(l), (2), (3):1< 


a b c 
+ 2 


a+b b+c c+a 

Ví dụ A: Chứng minh rằng: với a £ b > 1: 


11 ^ 
4-——> 


1 4- a 2 1 4- b 2 1 4- ab 


(*)■ 


Giải: 


(*)» '—— —+ -———— -———- — -———— > 0 
1 4- a 2 1 4- b 2 1 4- ab 14- ab 


<7> 


ab -a 2 + ab - b 2 ^ 0 

(l 4- a 2 Ị(l 4- ab) (l 4- b 2 )(l 4- ab) 


<=> 




a(b-a) | b(a-b) ^ b-a ị a b 

(l4-a 2 )(l + ab) (l 4- b 2 )(l 4- ab) 14-abU + a 2 1 + b 2 

b-a a 4- ab 2 - b - ba 2 0 (b - a) 2 (ab -1) 

1 4- ab ( 1 + a 2 ì íi 4- b 2 ì (l 4- ab) (l 4- a 2 ) (l 4- b 2 ) 


£0 


( 1 + a-)(l + b-) 

Vì a ^ b ;> 1 = 2 > ab^lo ab -1 > 0. 

Cách 3 SửẨpng phương pháp phản chứng 

VíẨụdt^ý 4- b 2 ^ 2. Chứng minh rằng a 4- b ^ 2. 
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Giải 

Giả sử a + b > 2, bình phương hai vế (hai vế đều dương), ta đuợc: 
a 2 + 2ab + b 2 > 4 (1). Mặt khác ta có: 

2 ab ^ a 2 + b 2 => a 2 + b 2 + 2 ab ^ 2 (a 2 + b 2 ). Mà 2 (a 2 + b 2 ) < 4 (gia thiết), 

do đó a 2 + 2 ab + b 2 ^ 4 (2). Mâu thuẫn với ( 1 ). Vậy phải có a + b < 2 . 
Cách giải khấc. Ta có: a 2 + b 2 < 2 (1). 

Mặt khác 2ab ^ a 2 + b 2 nên 2ab < a 2 + b 2 < 2 (2). 

Cộng (1) và (2): a 2 + 2 ab + b 2 < 4 => (a + b ) 2 ^ 4 => -2 < a + b $ 2 . 

Cách 4: Có thể sử dụng phương pháp đổi biến phụ 

Vi dụ l ĩ Cho a + b + c = 1. Chứng minh rằng: a 2 + b 2 + c 2 > — . 

3 

Giải: 


Đặt a = ỉ + x,b = ỉ + y,c = -i + z. Do a + b + c = 1 nên X + y + z = 0. 
3 3 3 

(\ V /1 \ a /1 \ 2 

Ta có: a 2 + b 2 + c 2 = 7 - + X + — + y + —+ z 

u ) u y ) u ) 

J 1 2 , oWl , 2_2 'ì ,(12.., A 

= 7 + -X + X + 7 + 7V + y z + 7 + 7z + 

19 3 3* J 3 J 

= -“ + -^(x + y + z) + x 2 + y 2 + z 2 = ỉ + x 2 + y 2 +z 2 >ỉ. 

3 3 3 3 


Xảy ra đẳng thức ox = y = z = Ooa = b = c = ị. 

Ví dụ 2: Chứng minh bất đẳng thức: 

abc £ (b + c -a)(a + c-b)(a + b-c) với a, b, c là độ dài ba cạnh của một 
tam giác. 

Giải 

Cách 1. Đặt b + c-a = x,a + c-b = y,a + b-c = zthì X, y, z > 0 . Tneto bất 
đẳng thức (x + y)(y + z)(z + x) £ 8 xyz, ta có: 

2 a. 2 b. 2 c > 8 (b + c - a) (a + c - b) (a + b - c) 

=> abc £ (b + c - a) (a + c - b) (a + b - c) 

Xảy ra đẳng thức khi và chi khi a = b.= c. 
c :h2&fềcá: (b + c - a) (b + a - c) = b 2 - (c - a ) 2 ^ b 2 
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(c + a -b)(c + b-a) = c 2 -(a-b) 2 < c 2 
(a + b - c)(a +- c - b) = a 2 -(b -c) 2 < a 2 . 

Nhân từng vế ba bât đăng thức trên, ta được: 

[(b + c - a) (a + c - b) (a + b - c)J < [abc] 2 . Các biểu thức trong dẩu ngoặc 
vuông đều dưcmg nên (b + c-a)(a + c- b)(a + b-c)< abc. 

Xảy ra đảng thức khi và chỉ khi a = b = c. 

Vi dụ 3: Chứng minh ràng: X 3 +y 3 + z 3 -3xyz = (x + y+z)Ịx 2 4-y 2 4^ -xy-yz-zx) 
với mọi sô thực x,y, z. Suy ra với a,b,c là các sô dương ta luôn có: 
a + b + c > 3^/abc . 


Giải: 


Khai triển vế phải: (x + y + z)Ịx 2 
Ta có : X 2 + y 2 +z 2 - xy - yz - zx 


+ y 2 + z 2 -xy-yz-zx) được vế trái 
1 


2 L 


(x-y) +(y-z) + (z-x) 


> 0 . 


Đặt: X = \fã , y = ĩfb , z = ỉlc ; X + y + z >0 vì a, b, c dương . 
Từ đó X 3 + y 3 + z 3 - 3xyz > 0 hay : a + b + c > 3\/abc . 

Vi dụ 4: Cho a, b, c > 0. 

Chứng minh rằng: (a -l)(a -3)(a -4)(a - 6) + 10 > 0; Va 


Giải: 

Tacó: (a - l)(a - 3)(a - 4)(a - 6) + 10 = [(a - l)(a - 6)][(a - 3)(a - 4)] + 10 
= (a 2 -7a + 6)(a 2 -7a + 12) + 10; Đặt t = a 2 - 7a + 9 

= (t - 3)(t + 3) + 10 = (t 2 - 9) +10 = t 2 +1 > 0; vt. Bất đẳng thức đã được 
chứng minh. 

Vi dụ 5: Cho X, y là hai số thực khác 0. Chứng minh: 

X 2 V 2 

£. + Il + 4>3 
V X 2 

Giải: 

> 2 (do bất đẳng thức 




vy 




x_ y 

y X 


|t| = 

X y 


X 


y 


X 


y 

y X 


ỹ 

+ 

X 

mà 

y 

+ 

X 


2 2 

Côsi) => |t| > 2 => t ồ -2 hay t > 2 . Khi đó: t 2 =^r + ^r+ 2 

. ứT* y x 

â 
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Bất đẳng thức 

(1) o t 2 + 2 > 3t t 2 -3t + 2^0 o (t-l)(t-2)>0 (2) 

(2) là hiển nhiên đúng do t<,-2 hay t > 2. 

Cách 5: Sử dụng các bất đẳng thức quen thuộc 

Vi dụ 1: Chứng minh với mọi số thực X, y, z, t ta luôn có bất đằng thức sau: 
X 2 + y 2 + z 2 +1 2 £ x(y + z +1). Đẳng thức xảy ra khi nào? 

Giải: 

Tacó: X 2 +y 2 + z 2 +t 2 >x(y + z +1) (1) 

o 4x 2 + 4y 2 + 4z 2 + 4t 2 > 4x (y + z +1) 

<=> (x 2 - 4xy + 4y 2 ) + (x 2 - 4xz + 4z 2 ) + (x 2 - 4xt + 4t 2 Ị + X 2 >0 

o (x - 2y) 2 + (x - 2z) 2 + (x - 2t) 2 + X 2 > 0 (2). Ta có (2) luôn luôn đúng 

với mọi X, y, z, t. Vậy (1) được chứng minh. Đẳng thức xảy ra 
o x-2y = x-2z = x-2t = x = 0 <=> x=y=z=t=0 


wĩ , * nu , _. 1 ' _a 2 + b 2 + c 2 ( a + b + cY 

Vỉ dụ 2: Chứng minh răng :-^— 

3 V 3 

Giải: 

Ta cỏ: 3(a 2 + b 2 +c 2 ) = a 2 +b 2 + c 2 + 2(a 2 + b 2 + c 2 ) 

£ a 2 + b 2 + c 2 + 2(ab + bc + ca) = (a + b + ÒỴ 


a 2 + b 2 + & 


a+b+cY 


Ví dụ 3 : Cho x>0;y>0;x + y£l. Chứng minh 


+ 


X 2 + xy y 2 + xy 


> 4 


(Đề TS lớp 10 chuyên Lẽ Hồng Phong -TPHC3Í 2003-2004) 

Giải: 


Áp dụng bất đẳng thức Cô si cho hai số dương a, b ta có 


a b 


2 

-7 + 7-^ 2 /—i (a + b) — + 7! £ 2>/ãb.2./— .7 , suy ra 

a b Va b \di b; Va b 

/ , Jl 1V 1 1 4 í.. 


Vab 


( a + b ) 7 + t * 4=> r + i:* 

^a D J a b a + b 


. Áp dụng vào bài to án ta có 
4 


A0 C 


11 4 4 

-7—7 + ^ 7 .2 . ~ ~2~ = 7 ,2 - 4 ( Do x + y s D 

+ xy y + xy X 2 + xy + y 2 + xy (x + y) 
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. I \\ 

Vỉ dụ 4: Cho 0<a<b<c<d. Chứng minh (b + c) -- + - 

vb c ) 


< 


( a + d ) : 

ad 


(b-c) 


I 1 ) 

b cj 


Giải: 

2 


(a + d) (b + c ỵ (a + đ) 


< - -<=> 

ad bc 


c=> 


b + cỴ ad - (a + d) 2 bc 


ad 


<0 


abcd 


<0o(b-fc) 2 ad-(a + d) 2 bc < 0 


I V a, h. c, d dưorng) o b 2 ad + c 2 ad - a 2 bc - d 2 bc < 0 
<=> )d(ab - cd) f ac(cd - ab) < 0 <=> (ab - cd)(bd - ac) < 0 

Mà 0<a<d vàO<b<c, nên ab < cd <=> ab - cd < 0 
d>c>0vàb>a>0, nên bd > ac o bd - ac > 0 
Suy ra (ab-cd)(bd-ac) < 0 (đpcm). 

■ ' „ (x + y) 2 

Vi dụ $: a. Chứng minh răng : X 2 + y 2 > -—. 


b. Chímg minh rằng : X 4 + y 4 > 


( x + y ) 4 

8 

Giải: 


a. Cảicì 1: 


X? -y 2 - 


X 2 + y 2 + X 2 + y 2 (x 2 + y 2 + 2xy) + (x 2 + y 2 - 2xy) 
2 = 2 


(t + y) 2 + (x - y) 2 (x + y) 2 i 

- -- — — -—^-VÌ (x-y) >0 

ưảih 2: X 2 + y 2 > - o 2 (x 2 + y 2 ) ^ (x + y) 2 

íx 2 + 2y 2 > X 2 + 2xy + y 2 o X 2 + y 2 - 2xy £ 0 

c=> X - y) 2 > 0 (bất đẳng thức đúng). Do đó x 2 + y 2 £ ("^ y ^ là đẳng 
thìứ đúng đúng. 

b. Áp cụpg c^u a) ta có: X 4 + y 4 =(x 2 ) 2 + (y 2 ) 2 ^ - y ^ (1) 
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Theo a) ta có: X 2 4- y 2 > 


(bình phương 


l x + y) 


2 



( x + y ) 2 

2 


hai vế không âm). Vậy (x 2 4- y 2 ) 2 > -—(2) 

v 7 4 

(x + vì 4 

Từ (1) và (2) có: X 4 + y 4 > - 

Cách 6: Với các bất đẳng thức mà các biến có vai trò nhu nhau , ta cỏ thể 
sắp thứ tự các biến 

Vỉ dụ 1: Chứng minh bất đẳng thức được nêu ở trên: 

abc^(b + c-a)(a + c-b)(a + b-c)(l). Trong đó điều kiện a, b, c là độ 

dài ba cạnh của một tam giác được thay bởi a, b, c là các số dương. 

Giải 

Cách L Do vai ừò của a, b, c như nhau, ta giả sử rằng a > b > c. Xét hai 
trường hợp: 

a. b + c<a. Khi đó vế trái của (1) là số dương, còn vế phải không dương. 
Bất đẳng thức được chứng minh. 

b. b + c > a. Khi đó hai vế của (1) đều dương. Giải tiếp như ví dụ 99. 

Cách 2 . Trong ba số b + c-a,a + c-b,a + b-c,không có quá một số âm. 
Thật vậy, chẳng hạn nếu b + c-a<0,a + c- b<0thì 2c < 0, trái với giả 
thiết. Nếu có đúng một số âm thì vế phải của (1) là số âm, bất đẳng thức 
(1) hiển nhiên đúng. Neu không có số nào âm thì vế phải của (1) là số 
dương. Bạn đọc giải tiếp . 

Cách 7: Khi chúmg minh bất đẳng thức , trong nhiều trường hợp ta cần xét 
tùng khoảng giả trị của biến . 

Vi dụ lĩ Chứng minh rằng: X 8 - X 7 + X 2 - x 4-1 > 0. 

Giải 

Gọi A là vế trái của bất đẳng thức. 

Cách 1. Nếu X > 1 thì ta viết A dưới dạng X 7 (x -1) + x(x -1) + 1. 

Do X > 1 nên A > 0. 

Nếu X < 1 thì ta viết A dưới dạng X 8 4- X 2 (l - X 5 ) + (1 -x). Do X < 1 nên 


1 - X 5 > 0, do đó A > 0. 

Cách 2. A = X 7 (x -1) -(x -1) 4- X 2 = (x -l)(x 7 -1) + X 2 . 


Nếu X >lthì X 7 > l,do đó (x -l)(x 7 -l) >0,còn X 2 >0 nên A > 0. 

thì X 7 <l,do đó (x-l)(x 7 -l)>0,còn X 2 >0 nên A> 0. 
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Dạng 2: Tim giá trị lớn nhất, giả trị nhỏ nhất 

Cách : Khi tìm giá trị lớn nhát, giả trị nhỏ nhất của biểu thức, ta có thế 
biết đổi như sau : f(x) = g(x) 1 +c hoặc f(x) = C-g(x ) 2 

Vỉ dụ : a. Tìm giá trị nhỏ nhất của A = 2x 2 -8x + 1. 

b. ~ìm giá trị lớn nhất của B = -5x 2 - 4x + 1. 

c. Cho tam thức bậc hai p = ax 2 + bx + c. 

Tìn giá trị nhỏ nhất của p nếu a > 0. 

Tìn giá trị lớn nhất của p nếu a < 0. 

Giải 

a. A =ìx 2 -8x + l = 2(x 2 -4x + 4)-7 = 2(x-2) 2 -7>-7. 


mit A = -7 khi và chỉ khi X = 2. 


b. B = -5x 2 - 4x +1 = -5 


1,4 4 

X + _ X + — 
5 25 


+ | = -5 
5 




X + 


9 % 2 

mcx B = -- khi và chỉ khi X = 

5 5 



( 2 b ì 



' b i 


4- c 

= a 


l a ; 



«. 2aJ 


+ c — 


4a 


Đặi c-- 7 “ = k. D 0 X + - 7 -- >0nên: 


4a 


- hếu a > 0 thì a 


2 a 

\2 


x + 


2 a 


> 0 , do đó p > k : 


Mii p - k khi và chi khi X = --T-; 

2 a 


- NẾu a < 0 thì 


a 


\ 2 


X + 


2 a 


< 0 , do đó p £ k; 


Ma: p = k khi và chỉ khi X = 

2 a 

Vi dụ 2: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 

* a. (c-l)(x + 2)(x + 3)(x + 6 ) b. X 2 -4x + y 2 - 8 y + 6 


Giải: 

a. (x - )(x f 2)(x + 3)(x + 6 ) = (x - l)(x + 6 )(x + 2)(x + 3) 


= (: 2 + 5x - 6)(x 2 + 5x + 6) = (x 2 + 5x) 2 - 36. 

Da tiức đạt giá trị nhỏ nhất là -36 khi X 2 + 5x = 0 tức là X = 0 hoặc X = -5. 
b. X 2 - Ix +jd - 8y + 6 = (x - 2) 2 + (y - 4) 2 -14. Đa thức đạt giá trị nhỏ nhất 
x-2=0và y — 4 = 0, tức X = 2 và y = 4. 












Ví dụ 3 : a. Phân tích đa thức P(x) thành nhân tử: p (x) = 3x 2 - 27x + 54 

Với giá trị nào của X thì P(x) nhận giá trị không âm? 

b. Tìm m và p sao cho biểu thức: A = m 2 - 4mp + 5p 2 + lOm - 22p + 28 

đạt giá trị nhỏ nhất. Tính giá trị ấy. 

Giải 

a. p(x) = 3x 2 -27x + 54 =3(x 2 -9x + 18) = 3(x 2 -3x-6x + 18) 

= 3[(x 2 - 3x) - (6x -18)] = 3[x(x - 3) -6(x - 3)] .Suy ra : 
p (x) = 3 (x - 3) (x - 6) 


p (x) ^ 0 o (x - 3) (x - 6) > 0 o 


x-3 £ 0 
x-6 ^0 

. 

x-3^0 

x-6^0 

k 


<=> 


X £ 6 

X ^ 3 


Vậy p (x) > 0 o X < 3 hoặc X>6 
b. Ta biến đồi A về dạng: A = m 2 - 4mp + 5p 2 + lOm - 22p + 28 
= m 2 - 4mp + 4p 2 + lOm - 20p + p 2 - 2p + 1 + 27 
= (m - 2p) 2 +10 (m - 2p) + (p -1) 2 + 25 + 2 
= (m - 2p) 2 +10 (m - 2p) + 5 2 + (p -1) 2 + 2 
A = (m - 2p + 5) 2 + (p -1) 2 + 2 ^ 2 


A đạt giá trị nhỏ nhất bằng 2 khi 


p-1 = 0 


m - 2p + 5 = 0 

Ví dụ 4: Tim giá ứị nhỏ nhất của hàm số: y = 2x 2 - X + 5 


op = 1 và m = -3. 


Giải 


y = 2x 2 - x + 5 = 2 


2 x 

1 

1' 

+ 5 = 2Íx-ỉì 

l 2 

16' 

16, 

l 4 ) 


39 ^ 39 
8 8 
39 1 

vói mọi giá trị của X. Hàm số có giá trị nhỏ nhất: Miny = — <z> X = 4 . 

8 4 

Vi dụ 5 ĩ Cho X, y là hai số thực thỏa mãn (x + y) 2 + 7(x + y) + y 2 +10 = 0. 
Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của biểu thức p = X + y + 1. 

Giải: 

Từ giả thiết ta suy ra (x + y) 2 + 7 (x + y) + y 2 + 10 = 0 

+ 2.|(x + y) + fỉĩ-ír 



& 


+ 10 = -y 2 <,0 
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( 7 ) 

9 

( 7 } 

2 9 

7 

o 

x + y + - 

l 2 J 

--<0 <=> 

4 

X + y + — 

l ‘ 2 J 

<- o 
4 

X + y + — 
2 


3 7 3 

o <;x + y + — <^-<=>-4<x + y + l<-l. 

2 2 2 

Vậy giá trị nhỏ nhất của p là -4, giá trị lớn nhất của p là -1 . 

Vỉ dụ 6 : Cho a 3 + b 3 = 2. Tìm giá trị lớn nhất của biếu thức A = a + b 

Giải: 


Đặt a = 1+ X (1) 

Ta có: b 3 = 2 - (1 + x) 3 = 1 - 3x - 3x 2 - X 3 £ 1 - 3x +3x 2 - X 3 = (1 - x) 3 
Vậy: b 3 < (1 - x) 3 o b < 1 - X (2). Từ (1) và (2) suy ra: a + b < 2 

Dấu “ = ” xảy ra khi X = 0 hay a = b = 1 
Vậy: A đạt giá trị lớn nhất bằng 2 khi a = b = 1. 

Ví dụ 7: Cho biểu thức: M = X 2 - 5x + y 2 + xy - 4y + 2014. Với giá trị nào 
của X, y thi M đạt giá trị nhỏ nhất? Tìm giá trị nhỏ nhất đó. 

Giải: 


Ta có M = (x 2 - 4x + 4 ) + (y 2 - 2y + 1 ) + (xy - X - 2y + 2) + 2007 
M = (x - 2) 2 + (x - 2 ) (y - 1 ) + (y -1) 2 + 2007 


M = 


-|2 


(x-2) + ỉ(y-l) +^(y-l) 2 +2007 


Do (y-l) >0và (x-2) + Hy-l) >0,Vx,y 

2 

2007 => M min = 2007 o X = 2; y = 1. 

Cách 2: Khi tìm giá trị lớn nhất, giả trị nhỏ nhất của biểu thức, ta có thể 
đổi b iến 

Vỉ dụ 1: Tim giá trị nhỏ nhất của A = X 3 4- y 3 + xy biết rằng X + y = 1. 


Giải: 

Sử dụng điều kiện đã cho để rút gọn biểu thức A: 

A = (x + y)(x 2 -xy + y 2 ) + xy = x 2 -xy + y 2 + xy = x 2 + y 2 . 

Đến đây có nhiều cách giải: 

Cách 1. Biểu thị y theo X rồi đưa về tam thức bậc hai đối với x: Thay 
y = 1 - X vào biểu thức A: 


A = X 



c 




11 
+ — > —. 
2 2 
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min A = 4 khi và chỉ khi X = 
2 


11 

2 ,y ” 2' 


Cách 2: Sừ dụng điều kiện đã cho làm xuất hiện một biểu thửcmới có 
chửa A 

Ta có: X 4 - y = 1 => X 2 + 2xy + y 2 = 1 (1) . 

Mặt khác (x - y) 2 £ 0 => X 2 - 2xy 4* y 2 £ 0 (2). 

Cộng (1) với (2): 2(x 2 4-y 2 )^l => X 2 4-y 2 

2 

Vậy min A = ^ khi và chỉ khi x = y = ì. 

Cách 3. Sử dụng điều kiện đã cho đề đưa vào một biến mới: 

Đặt X = ì + a thi y = ỉ - a. Biểu thị X 2 + y 2 theo a, ta được: 

£ể La 



Vi dụ 2: Tim giá trị nhỏ nhất của biểu thức: A = (x -1) 2 4- (x - 3) 2 . 


Giải. 


Ta có: A = x 2 -2x + l+ x 2 -6x4-9 = 2(x 2 -4x4-5) 

= 2(x-2) 2 4-2^2.; A = 2ox-2=0ox = 2. 

Vậy min A = 2 khi và chỉ khi X = 2. 

Chằng hạn , ở ví dụ trên ta có thể X - 2 = y, khi đỏ 

A = (y 4-1) 2 4- (y -1) 2 = y 2 4- 2y +14- y 2 - 2y +1 = 2y 2 4- 2 £ 2. 
min A = 2oy = 0ox=2. 

Vỉ dụ 3: Tìm giá trị nhò nhất của: A = x(x -3)(x - 4)(x - 7). 


Giải: 


A = (x 2 -7x)(x 2 -7x4-12). 

Đặt X 2 -7x4-6 = y thi A =(y-6)(y4-6) = y 2 -36^-36. 
min A = -36 o X 2 - 7x 4- 6 = 0 o X 1 = 1; x 2 = 6. 

Vi dụ 4: Cho X + y + z = 3. 

a. Tìm giá trị nhò nhất của A = X 2 4- y 2 4- z 2 . 

b. Tìm giá trị lớn nhất của B = xy 4- yz 4- zx. 
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Giải: 


Bình phưang hai vế cùa đẳng thức X +y + z “ 3, ta được: 

X 2 + y 2 + z 2 + 2(xy + yz + zx) = 9(1). Tức là A + 2B = 9. 

Dễ dàng chứng minh được: A > B (2) 

Xảy ra đăng thức khi và chỉ khi X = y = z. 

a. Từ (L) và (2) suy ra 3A > A + 2B = 9, nên A > 3. 

Do đó min A = 3 khi và chỉ khi X = y = z ” 1. 

Chú ỷ: cỏ thể giải câu a bằng cách đổi biến: đặt X - I + a, y = 1 + b, 
2 - 1 + c rồi xét X 2 + y 2 + z 2 . 

b. Từ (1) và (2) suy ra 3B < A + 2B = 9, nên B <3. Do đó max B = 3 khi và 
chỉ khi X = y = z = 1. 

Chủ ỷ: Cỏ thể giòi câu b dựa vào câu a: vì A + 2B = 9 nên B lớn nhắt oA 
nhỏ nhất. 

c. Ta có A + 2B = 9 mà B < 3 (câu b) nên A + B ^ 6. 

Do đó min (A + B) = 6 khi và chi khi X = y = z = 1. * 

Cách 3: Khi tìm giả trị lớn nhất , giả trị nhỏ nhất của biểu thức , nhiều khi 
ta thay điều kiện để biểu thức này đạt cực trị bởi điều kiện tương 
đương là biểu thức khác có giả trị lớn nhất, giả trị nhỏ nhất . 

Chằng hạn: - A lớn nhát o A nhò nhắt, 

— lớn nhất <=> B nhỏ nhắt với B > 0, 

B 

c lớn nhắt o c 2 lớn nhất với c > 0. 

Ví dụ 1: Tìm giá trị nhỏ nhât của A = -- ~~z~ĩ‘ 


6x - 5 - 9x 

Giải 


9x 2 -6x + 5 (3 x-1) 2 +4 


Ta thấy (3x -1) 2 > 0 nên (3x -1) 2 + 4 í 4. Do đỏ ----Ị--í Ị (theo 

v ’ x ’ (3x-l)*+4 4 


, 11 , _2 -2 

tính chât a > b thì — < A với a và b cùng dâu => -—r-^ — 

a b (3x - 1) 2 4 4 4 



A > ^Ả. Vậy min A = -4 o3x-l = Oc^x = 4 - 
L /2 2 3 
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Vỉ dụ 2 : Tìm giá trị nhỏ nhất của: A = 


3x 2 “8x + 6 


X 2 -2x + 1 
Giải: 

Cách 1. Đặt X -1 = y thì X = y +1. Ta có: 

* 3(y + l) 2 -8(y + l) + 6 3y 2 -2y + l „ 2 1 

^ 2 2 ^ 2 * 
y y y y 

Lại đặt ỉ = zthì: A = 3-2z + z 2 =(z-l) 2 + 2 > 2. 

«r 

min A = 2oz = loy = lox-l = l<=>x = 2. 

Cách 2. Viết A dưới dạng tổng của 2 với một biểu thức không âm: 
A _(2x 2 -4x + 2) + (x 2 -4x + 4) 2| (x-2) 2 ^ 

*-l) 


X 2 - 2x +1 


minA = 2 khi và chỉ khi X = 2. 


Ví dụ 3 : Tìm giá trị của X để biểu thức: p = 


e 

nhỏ nhât. 


X + X +1 

X 2 + 2x +1 


(x * -1) đạ: giá trị 


Giải 


Cách 1: 


X 2 4- X + 1 
X 2 + 2x +1 


= 1 - 


(x + ự 


= 1 _1 | 1 1 1 1 3 

X +1 + (x +1) 2 4 X +1 + (x +1) 2 + 4 

= f 77- ^—\ + -ệ £. p đạt giá trị nhỏ nhất là — khi X = 1 . 

[2 x + lj 4 4 4 

Cách 2: Ta xét biểu thức: 

p x 2 +x + l 1 _ -X _ -1 

” X 2 + 2x +1 ” X 2 + 2x +1 ” __ . 1 . o 


X 2 + 2x + 1 x+ l +2 


, 1 Ẩ l 

p -1 đạt giá trị nhò nhât khi X + — + 2 đạt giá trị nhỏ nhât, ha} X + — 

X 'x 

đạt giá trị nhỏ nhất. Xét tích X. — = 1 không đổi. Vậy X 4-ì đạ giá trị 

XX 

nhỏ nhất khi ì = X cho ta X = ±1.(loại giá trị X = -1). Tóm lại P-l có 

X 

giá ừị n hỏ nhất là ~ khi X = 1. Khi ấy p -1 = \ hay p = “. 
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Vỉ dụ 4: Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của: A = 


3 - 4x 
X 2 +1 


Giải: 


Đ'ề im giá trị nhỏ nhất ta viết A dưới dạng: 

A X 2 - 4x 4-4 - X 2 -1 (x-2) 2 • . , ... , 

A=-—-———-= —-—-—1 > -1. Vậy min A = -1 khi và chi 

x 2 +l X 2 +1 * 

khi c = 2. Để tim giá trị lớn nhất, viết A dưới dạng: 

4x 2 + 4 - 4x 2 -4x -1 . (2x + l) 2 


A.= 


X 2 +1 


= 4 — 


X 2 +1 


< 4. 


Ma; A = 4 khi và chỉ khi X = - 4. 

2 


Ví dụ 5 Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của A = 


X 4 4 - 1 

(x^l) 


Giải: 

Chi ý rằng A > 0 nên A lớn nhất <=> -Ị- nhỏ nhất 

A 

A mỏ nhất o ~ lớn nhất. Ta có: 

A 

1 (x 2 + ọ 2 _ X 4 +2x 2 +1 | 2x 2 

x 4 +l ■ x 4 +l - x 4 +l' 

. 2x 2 

Tiìn giá trị lớn nhât của A: Ta có 2x 2 > 0,x 4 +1 > Onẻn — > 0. Suy 

X +1 

rai “>1 + 0 = 1.; min 4 - = 1 khi và chỉ khi X = 0. Do đó maxA = 1 khi và 
\ A 

chù chi X = 0. 

Tììn giá trị nhỏ nhất của A: Ta có 2x 2 ^ X 4 +1 (dễ chứng minh, dấu "=" 

2x 2 

Xtảy ra khi và chỉ khi X 2 = 1) mà X 4 +1 > 0 nên - ^ 1. Suy ra 

X +1 

4-il + l=:2;maxA = 2khi và chỉ khi X 2 =l.Dođó min A = 4 khi và chỉ 
ÈS\ 2 


klhi X = ±1. 

Chúyý: 

1. (Cích khác tìm giá trị lớn nhât của A: 
(x 2 + l) 2 - 2x 2 2x 2 

-\2 = 1 ~ 7~~~~ 

ặiầ + l) (x 2 + l) 

jT8 - 


< 1. Max A = 1 khi và chỉ khi X = 0. 
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2. Cách khác tìm giá trị nhỏ nhất của A: 


Cách 1. Đặt 


= y- 


CMi A■ ■ (x ' .1 4 

2(x 2 +l) 2(x 2 +l) 2 2(x 2 +l) 2 


min A = 4- khi và chi khi X = ±1. 

2 

Vi dụ 6: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức B = 


X 2 -2X + 2006 


(với x*0) 


Giải: 


B = 


X 2 - 2x + 2006 


(**0) 


„ X 2 - 2x + 2006 _ „ 2006X 2 - 2.2006x + 2006 2 

Ta có: B=-—=■-oB=——— 


x 

k 2 


2006x 
,2 


_ (x - 2006) + 2006x 2 (x - 2006) + 2005 2005 

<=> B = —----— <=> B =_ _„ -h ——3 

X 2 2006x 2 2006 

Vì (x - 2006) 2 £ 0 với mọi x; X 2 > 0 với mọi X khác 0 
(x-2006) 


9 £ 0 => B^-^^=>B nhò nhất = -§ 7^7 khi x = 2006. 

2006X 2 2006 2006 


Ví dụ 7: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số: 
a. y = -2x 2 + X -1 b. y = 

Giải: 

a. y = -2x 2 + x -1 = -2| X 2 “X 1-1 = -2 


x + 1 


x -X + 2x + 4 


' = -2x 2 +x-l = -2^x 2 -|xj-l = -2 x 2 -2.-jX + |T - ỉj 

( lY 7 7 

=-2 x-4 -4<-4, Vx. 
I 4j 8 8 

X ' 7 1 1 

Hàm số đạt giá trị nhỏ nhất bằng “ khi X - — = 0 o X = —. 


-1 


b. y 


X + 1 __ X 4- 1 _ 1 

X 3 -X 2 + 2x + 4 ~ (x 2 - 2x + 4)(x + 1 ) ~ X 2 -2x + 4 

1 1 

- / - \ 2 n ^ n 


(x-1) +3 3 


Vx*-1. 


A Ẵ , 1 
Hàm scydỊK giá trị lớn nhât băng ^ khi x = 1 


pfi c 
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Vi dụ 8: Tim giá trị nhỏ nhất của hàm số: 

X 2 

a. y = -7- + X -1 
J 4 


X 2 „ - X 2 + 2x + 2 

a y = - 7 - + X - 1 b. y = 2 ' — 

4 X + 2x + 3 

Giải: 

2 

. y = í- + x- l- ì(x 2 + 4x) -1 = ì(x 2 + 4x + 4 - 4 ) - 1 

1 , ^2 _ 


= -j(x + 2) - 2 > -2, Vx . 


Hàm số có giá trị nhỏ nhất Miny = -2 khi X = -2 . 
, X 2 + 2x + 2 (x 2 + 2x + 3) - 1 1 

b y ■ ^ - ■ sTĩĩỉr • 1 - —» 


1 


X + 2x + 3 
Hàm số có giá trị nhỏ nhất khi 


X* + 2x + 3 1 (x + l) z + 2 


có giá trị lớn nhất, tức là khi 


(x + l) +2 

(x + l) 2 +2 nhỏ nhất. Điều này xảy ra khi X = -1. 

Vậy hàm số đã cho có giá trị nhỏ nhất Miny = 1 - ỉ = — khi X = -1 . 

2 2 


Vi dụ 9: Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số: y = 


X 2 + 2x-l 


2x 2 + 4x + 9 


y = 


Giải 

+ 2X-1 2( 2x2+4x + 9 )-Ỵ 1 
+ 4x + 9 2x 2 +4x + 9 2 


11 


2x 2 + 4x + 9 
1 11 


2 4x + 8x +18 


. Hàm số có giá trị nhỏ nhất khi 


11 


có 


2 4(x + l) +14 ~ 4(x + l) z +14 

giá trị lớn nhất, hay khi 4(x + 1) 2 + 14 có giá trị nhỏ nhất, đạt được khi 

111 2 

X = -1. Vậy: Miny = 2 14 = 7 à&t được khi x = -1. 

o 

Vi du 10: Tìm giá trị lớn nhất của p = 


1 + x 4 
Giải 


Viết p dưới dạng —ì—. p đạt giá trị lớn nhất khi \ + x 2 đạt giá trị 

ì..’ * 

X 

nhỏ nhất. Tích \.x 2 = 1 (không đồi). Vậy tổng -4- + x 2 nhỏ nhất khi 

X X 

1 ~ 1 



X 4 = 1 => X = ±1. Lúc đó p = 
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Ví dụ 11: Tìm giá trị lớn nhất và giá ừị nhỏ nhất của biểu thức p = 


X * 2 +1 
X 2 -x + 1 


• * • _ 
Giải: 


Ta có X 2 - X + 1 = 


X 2 +1 


x-ịì + -ệ>0,Vx,P = . 

2/4 x 2 -x + l 


3(x 2 + l) 

3(x 2 - X +1) 


_2(x 2 -x + l) + x 2 +2x + l 2 (x + l) 2 2 

3(x 2 -x + l) '3 3(x 2 -x + l) 3 

Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi X = - 1 .Vậy giá trị nhỏ nhất cua biểu 

thức p = \ , khi X = -1. Mặt khác ta có : 

3 


x 2 +l 2x 2 - 2x + 2 - X 2 + 2x -1 2(x 2 -x + l)-(x-l) 2 

X 2 -X + l x 2 -x + l x 2 -x+l 


= 2-<, 2. Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi X = 1. Vậy giá trị lớn 

X - X +1 

nhất của p là 2 khi X = 1. 

Vi dụ 12 : Cho X > 0, hãy tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 


p = 


í ^ 

6 

( 

1 > 


x + — 

V X; 


X 6 

s. 

+ x 6 

X > 

-2 


. 1 
x + — 

X/ 


\ 3 


+ x 3 +-i 


Giải: 


Ta có: p = 


í ^ 

6 

( 

6 

0 

X + — 

l x; 


X 

V 

+ rẽ 

X / 


-2 


( , 1 

x + — 

V X J 


+ X 3 +A 



= 3 


r . lì 

X + — 


£6 


^ x; 


(x > 0) . Vậy P miu = 6 đạt được khi X = 1. 


Cách 4: Khi tìm giá trị lớn nhất , giả trị nhỏ nhát của một biểu thức, nhiều 
khi ta cần xét từng khoảng giá trị của biến , sau đó so sánh các giá trị 
của biểu thức trong các khoảng ấy đế tìm giả trị lớn nhất, giá trị nhỏ 
nhất củạsbiểu thức đó . 
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( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


Vi dụ 1: Tìm giá trị nhỏ nhất của A = (3x -1) 2 — 4|3x —1| -h 5 

Giải: 

Đặt |3x - l| = y thì 

A = |3x - 1| 2 - 4 |3x -1| + 5 = y 2 - 4y + 5 = (y - 2) 2 + 1 > 1. 

min A^loy = 2<=>|3x-l| = 2ox 1 = l;x 2 = -ì. 

3 

Ví dụ 2: Tìm giá trị nhỏ nhất của B = |x - 2| + |x - 3| 

Giải 

Cách Ị. a. Xét khoảng X < 2 thì B = 2- x + 3- x = 5-2x. 

Do X < 2 nên -2x > -4, do đó B > 1 

b. Xét khoảng 2 < X < 3 thì B = x- 2 + 3- x = l 

c. Xét khoảng X > 3 thì B = x- 2 + x- 3 = 2x-5. 

Do X > 3 nên 2x > 6, do đó B > 1 
So sánh (1), (2), (3) ta được min B = 1 khi và chỉ khi 2 < X < 3. 

Cách 2. Do giá trị tuyệt đôi của một sô lớn hon hoặc băng sô đó nên 
B = |x - 2| + |x - 3| = |x - 2| +13 - x| > (x - 2) + (3 - x) = 1 

z >2<x<3. 

3 - X > 0 

Ví dụ 3: Tìm giá trị nhỏ nhắt của A = |x -1| + |x - 1\ + |x - 9| 

Giải 

Do giá trị tuyệt đối của một số lớn hon hoặc bằng số đó nên 
x-l| + |x-9| = |x-l| + |9-x|> X-1 + 9-X = 8 (1) 

Ta lại có |x -7| >0(2). Từ (1) và (2) suy ra A > 8. 

X -1 > 0 

9-x>0ox = 7. 

X = 7 


Do đó minB = 1 o 


Do đó min A = 8 o 


Ví dụ 4: Tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số y = -Ỉ-Ịx -h 3| — 4 


Giải 


Vì |x + 3| ^ 0 với mọi giá trị của X nên y = ì|x 4- 3| - 4 > -4 với mọi giá 

2 

trị của X. Hàm số có giá trị nhỏ nhất: Miny = -4 đạt được khi X = -3 . 
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Cách 5: Khi tìm giả trị lớn nhất, giả trị nhỏ nhất của một biểu thức, người 
ta thường sử dụng các bất đẳng thức đã biết. 

Vỉ dụ 1: Chứng minh: (ab + cd) 2 < (a 2 + c 2 ) (b 2 + d 2 ) bất đẳng thúc 
Bu-nhi-a-cốp-xki. 

Ảp dụng : Cho X + 4y = 5. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: M = 4x 2 + 4y 2 

Giải 

Ta có: (ab + cd) 2 < (a 2 + c 2 ) (b 2 + d 2 ) 


o a 2 b 2 + 2abcd + c 2 d 2 < a 2 b 2 + a 2 d 2 + c 2 b 2 + c 2 d 2 
o 0 ^ a 2 d 2 - 2abcd + c 2 b 2 o 0 < (ad - bc) 2 (đpcm) 

Dấu “=” xảy ra khi ad = bc. Áp dụng hằng đẳng thức trên ta có: 

5 2 =(x + 4y) 2 = (x + 4y) < (x 2 y 2 )(l +16) => X 2 + y 2 > — 

=> 4x 2 + 4y 2 > => 4x 2 + 4y 2 ^ 

17 17 

Dấu “=” xảy ra khi X = 7 r,y = TT 

17 17 

Vi dụ 2: Cho X 2 + y 2 = 52. Tìm giá trị lớn nhất của A = 2x + 3y. 

Giải 

Ta nhận thấy 2x + 3y và X 2 + y 2 là các thành phần của bất đẳng thửc 
Bu-nhi-a-cốp-xki (ax + by) 2 ^ (a 2 + b 2 ) (x 2 + y 2 ) vóri a = 2, b = 3. 
Theo bất đẳng thức ữên: 

(2x + 3y) 2 ^(2 2 + 3 2 ).52 =>(2x + 3y) 2 < 13.13.4 


|2x + 3y| ^ 26 2x + 3y < 26. Vậy max A = 26 o 


2 3 

2x + 3y > 0 


Thay y = ^ vào X 2 + y 2 = 52, ta được X 2 + 


= 52. Giải phưorng trình 


này được: X = ±4. Với X = 4 thì y = 6, thỏa mãn (2). Vói X = -4 thì 
y = -6, không thỏa màn (2). 

Cách 6. Trong các hằng bắt đẳng thức , cần chú ỷ đến hai mệnh đề sau f 
cho ta giá trị lớn nhất của tích , giá trị nhỏ nhất của tổng: 

- Nếu ỊưậếSổ có tồng không đổi thì tích của chúng lớn nhất khi và chỉ 
khiitaãsố đỏ băng nhau. 
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~ bếu hai số dương cỏ tích không đổi thì tồng của chủng nhỏ nhất khi 
và {hỉ khi hai số đó bằng nhau . 

Đê :hứng minh hai mệnh đề trên, ta dùng hất đẳng thức (a + b ) 2 > 4ab : 

- Mu hai sổ a và b có a + b = k (hang số) thì từ (a + b ) 2 > 4ab ta có 


^2 ^2 

ab í ~, do đó max (ab) = — - khi và chỉ khi a = b. 


- Mu hai sổ dương a và b cỏ ab = p (hằng sổ) thì a + b nhỏ nhắt 
<=> a + b)^ nhỏ nhất, do đỏ min (a + b ) 2 = 4p khi và chỉ khi a = b. 

Vi dụ iĩ Tìm giá trị lớn nhất của A = (x 2 -3x +1) (21 + 3x - X 2 ) 


Giải: 

Cát biểu thức X 2 - 3x + 1 và 214- 3x - X 2 có tổng không đồi (bằng 22) nên 

tícl của chúng lớn nhất khi và chỉ khi 

X 2 ” 3x +■ 1 = 21 + 3x — X 2 <=> X 2 — 3x — 10 = 0 

<=> X -5)(x + 2) = 0 <=> Xj =5;x 2 =-2. Khi đó A = 11.11 = 121. 

Vậ' max A = 121 khi và chỉ khi X = 5 hoặc X = -2. 

Vi dụ ; :Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức B = — với X > 0. 

2 x 


Giải 


Vict B dưới dạng 8 x + 2 + -Ỉ-. Hai số 8 x và -i- là hai số dưong, có tích 

2 x 2 x 

khmg đồi (bằng 4) nên tổng của chúng nhỏ nhất khi và chi khi 

8x = ~ o 16x 2 = 1 o X = -7 (chú ý ràng X > 0). 

2 x 4 


Vậ f minB = ì = 6 khi và chỉ khi x=ỉ. 

1 4 

2 

Ví dụ ■: Tìm giá ưị lớn nhất của A = ab + bc + cd, biết rằng a, b, c, d là các 
số thông âm có tổng băng 1 . 


Giải 

Cách l Già sử a > b > c £ d > 0. Ta có 

A = ab +■ bc + cd < ab -I- ac + ad = a (b + c + d) 

1 1 1 

+ 4 < 7 *. (Không cẩn tìm điều kiện cần và 
4 4 

ì tức là không cần giải tắt cả các điều kiện bc = ac, cd = ad, 
4 
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a = 4» b + c + d = ị và b, c, d> 0 . Ta chỉ cần chi ra A = — khi, chàng hạn, 


a = b = ì c = d = 0. Vậy max A = -ịkhi, chẳng hạn, a = b = ~,c = d = 0.) 
2 4 2 

Cách 2. A = ab + bc + cd < ab + ad + bc + cd = (a + c) (b -I- d) 


Áp dụng bất đẳng thức xy < 


/. \2 

X + y 


ta có: 


A = (a + c)(b + d)<Ị^ 


a + c 4- b + d 


_ 1 A 1 
= — => A = — o 
4 4 


a + c = -■ 
2 


b + d = 


1 


ad = 0 
a,b,c,d > 0 


Vậy maxA = ỉkhi, chẳng hạn, a = b = ỉ,c = d = 0. 

Ví dụ 4: Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức A = -—- 7 với X, y là các số 

5-(x + y) 

tự nhiên. 

Giải: 

Ta có X + y * 5. Xét X + y ^ 4: 

- Nếu y = 0 thì A = 0. 

- Nếu 1 ^ y ^ 3 thì A = -— 7 ^- 7 ^ 3. 

5-( x + y) 

- Nếu y = 4 thì X = 0 và A = 4. 


Xét X + y £ 6 thì A = -— - 7 £0. So sánh các giá trị trên của A, ta 

5-(x + y) 

thấy max A = 4 khi và chỉ khi X = 0, y = 4. 

Vi dụ 5: Tìm giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của tích xy, biết rằng X và y 
là các số nguyên dưomg thỏa măn X + y = 2005. 

Giai: 

Ta có: 4xy = (x + y) 2 - (x - y) 2 = 2005 2 - (x - y) 2 

Giả sừ X > y (không thể xảy ra X = y). Ta cỏ: 

xy lớn nhất <=> X - y nhỏ nhất; xy nhỏ nhất o X - y lớn nhất. 

Do 1 £ y < X £ 2004 nên 1 £ X - y ^ 2003. 
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max (x - y) = 2003 khi và chỉ khi X = 2004, y = 1 . 


Do đó: max (xy) = 1005 006 khi và chỉ khi X = 1003, y = 1002. 
Min (xy) = 2004 khi và chi khi X = 2004, y = 1. 

Ví dụ 6: Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 


A = 


1 l ,n -5" với m, 


n là các số nguyên dưoiìg. 


Giải: Ta thấy 11 m tận cùng băng 1, còn 5 n tận cùng bằng 5. Nêu 
1 l ,n > 5 n thì A tận cùng bàng 6, nếu ll m < 5 n thì tận cùng bàng 4. 

Ta chỉ ra một trường hợp A = 4: với m = 2, n = 3 thì A = |121 -125| = 4. 
Như vậy min A = 4 khi, chẳng hạn, m = 2, n = 3. 

Trong các ví dụ trên, ta chỉ ra tất cả các giá trị cùa biến để xảy ra đẳng 
thức. Tuy nhiên, yêu cầu của bài toán tìm GTNN, GTLN không đòi hỏi 
như vậv, chỉ can chứng tỏ rằng tồn tại giá trị của biến để xảy ra đằng 
thức. 


Bài tập vận dụng 

a 2 

1. Chứng minh bât đăng thức: -- 4 - b 2 + c 2 > ab - ac 4 - 2bc. 

4 

2. Chứng minh bất đẳng thức: a 2 4 - b 2 + 1 > ab 4 - a 4- b . 

3. Chứng minh bất đẳng thức: X 2 4 - y 2 4 - z 2 > 2xy - 2zx + 2yz. 

4. Chứng minh bất đẳng thức: X 4 4- y 4 4- z 2 +1 > 2x(xy 2 - X4Z4Ỉ). 

5. Chứng minh ràng : Nếu a 4 - b > 1 thì a 3 + b 3 > ỉ 

4 

6 . Cho a, b, c, thỏa mãn a 2 4 - b 2 + c 2 = 3. 

Chứng minh rằng ab 4 -bc + ca 4 -a 4 -b + c <6 

7. Cho a, b > 0 . Chứng minh bất đẳng thức: 

a b c 1 1 r 

a 2 4-b 2 b 2 +c 2 + a 2 4-c 2 ^ 2ta b + cj' 

8 . Cho a; b; c > 0 và a 4 - b 4 - c < 1 . Chứng minh ràng: 

>9 

a 2 4- 2bc b 2 4- 2ac c 2 4 - 2ab 

9. Chứng minh bất đẳng thức: -— x — ■ 4 - -— y ■ — ú —, Vx,y G R 

14- 16x 14- 16y 4 


10. Cho a, b, c là số đo độ dài 3 cạnh cùa 1 tam giác. Chứng minh bất đẳng 














a. ab + bc + ca ^ a 2 + b 2 + c 2 < 2(ab 4 - bc + ca). 

b. abc £ (a + b - c)(a 4- c - b)(b 4- c - a). 

c. 2a 2 b 2 4- 2b 2 c 2 4- 2c 2 a 2 - a 4 - b 4 - c 4 > 0 . 

11. Cho a, b, c > 0, chứng minh bất đẳng thức: 

1 | 1 | 1 1 
a 3 4- b 3 4- abc b 3 4- c 3 4- abc c 3 4- a 3 4- abc abc 



13. Chứng minh bất đẳng thức:(a 10 4 -b 10 )(a 2 4 -b 2 )^(a 8 4 - b 8 )(a 4 4 - b 4 ). 

14. Chứng minh bất đẳng thức: > 0 • 

* «11 


15. Cho hai số a và b cùng dấu. Chứng minh ràng nếu a < b thì — > r 

a b 

16. Chứng minh bất đẳng thức: a 2 4 - b 2 4 -c 2 4 - 3 > 2(a 4 - b 4 - c). 


17 a) Cho a 4 - b = 1 . Chứng minh bất đẳng thức a 2 4 - b 2 £ ỉ . 

2 


b) Cho a. ì 4 - a 2 4 - a 3 +... 4 - a n = 1 . Chứng minh bất đẳng thức: 


a?+a*+a’+... + a* aị. 


n 


c) Cho R ì 4 - a 2 4 - a 3 4 -... 4 - a n = k. Chứng minh bât đăng thức: 



_ 2 . _ 2 . _ 2 . 

a i + a 2 + a 3 + • 


18. Cho a 4 - b > 2. Chứng minh bất đẳng thức a 2 4 - b 2 > 2, 

19. Cho a > 2, b > 2 . Chứng minh bất đẳng thức ab > a + b. 

20. Chứng minh bất đẳng thức: (x - l)(x - 3) (x - 4)(x - 6 ) 4 - 9 £ 0. 

21. Chứng minh bất đẳng thức: 4a(a 4 - b)(a 4 - l)(a 4 - b 4 - 1 ) 4 - b 2 £ 0. 

22. Chứng minh bất đằng thức: 4a 2 b 2 > (a 2 4 - b 2 -c 2 ) 2 với a, b, c là cạnh 
của một tam giác. 

23. Chứng minh bất đẳng thức: a(b-c ) 2 4 -b(c-a ) 2 4 -c(a + b ) 2 > a 3 4 -b 3 4 -c 3 
với a, b, c là ba cạnh của một tam giác. 

24. Cho ba số dương a, b, c có tích bàng 1 và a + b + c>Ỉ 4 -~ 4 -ỉ. 



a b c 
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b) Chứng minh trong ba số a, b, c có một số lớn hơn 1, hai số nhỏ hơn 1. 

, , a b 

25. Chứng minh bât đăng thức: 7 - + — > 2 với ab > 0. 

b a 

26. Chứng minh bât đăng thức: (a 4 - b + c) - + - > 9 với a,b,c > 0 . 

V a b c 

27. Tim giá trị nhỏ nhất của X 2 - 2x + y 2 4 - 4y + 5 . 

0 9 

' ' X — V X — y ,. 

28. Chứng minh bât đăng thức: ——— < —-- Y với X > y > 0. 

x + y X + y' 

, , 1 1 1 1 , 

29. Chứng minh bât đãng thức: 4 ---T- + -V 4 -... 4 -—-<1 với mọi sô tự nhiên 

2 3 4 n 

n > 2. 

30. Chửng minh bất đẳng thức: -ịr H—-r- 4 - - 7 T- + —<7 với mọi số tự 

2 2 42 62 (2n) 2 2 


nhiẻn n > 2 . 


31. Tìm giá trị lớn nhất của: 

32. Tìm giả trị nhỏ nhất của: 


4x 2 - 4 x 4 - 5 


2x - X 2 - 4 


_., . . .,_ 1 Á , . 3x 2 4- 6x 4-10 

33. I im giá trị lớn nhât của: —r—. 

X 2 4 - 2x +3 

. ’ , 4x 2 — 2x 4 -1 

34. Tìm giá trị nhỏ nhất của: - 


35. Tìm giá trị lớn nhất của: 


X 

2x + l 
X 2 4-2 ' 


36. Tìm giá trị nhỏ nhất và lớn nhất của: ^ . 

X 4 -1 

_;, . ; , , 1 Á . , . X 4 4- 2x 3 4- 8x 4- 16 

37. Tìm giá trị nhỏ nhât của: —— -— — -—. 

x 4 -2x 3 4 -8x 2 -8x4-16 

38. a) Chứng minh rằng nếu hai số dương có tích không đồi thì tổng của 
chúng nhỏ nhất khi và chỉ khi hai số ấy bằng nhau. 

, 2 

b) Tìm giá trị nhỏ nhât của: 8 x 4 - — với X > 0 . 

Y 
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Hướng dẫn và đáp số 


1. —-4-b 2 4-c 2 >ab-ac4-2bc 

4 


ft 2 n ( n. 

<=> —— a(b- c) 4- b 2 + c 2 -2bc >0o — -(b-c) 


> 0 . 


2. a 2 4- b 2 4- 1 > ab 4- a + b <=> 2a 2 4- 2b 2 4- 2 - 2ab - 2a - 2b > 0 

o a 2 - 2ab 4- b 2 4- a 2 - 2a +1 4- b 2 - 2b +1 > 0 

o (a - b) 2 4- (a -1) 2 4- (b -1) 2 > 0. 

3. x 2 +y 2 +z 2 >2xy-2zx + 2yz 

ox 2 +y 2 +z 2 - 2xy 4- 2xz - 2yz > 0 o (x - y 4- z) 2 > 0. 


4. X 4 4- y 4 4- z 2 4- 1 > 2x(xy 2 - X 4- z 4- 1) 

o X 4 4- y 4 4- z 2 + 1 - 2x 2 y 2 4- 2x 2 - 2xz - 2x > 0 
o (x 2 - y 2 ) 2 4- (x - z) 2 4- (x -1) 2 > 0 . 

5. a + b>l=>b>l-a=>b 3 >(l-a) 3 = 1 - 3a 4- 3a 2 - a 3 


=> a 3 4- b 3 > 3 


1 

a - — 
2 


\2 


+ ị>ị,ĐPCM. 
4 4 


6. Ta có: a 2 4- b 2 > 2ab;b 2 4- c 2 > 2bc;c 2 + a 2 > 2ac 

=>2(a 2 4-b 2 4-c 2 )^2(ab4-bc + ca) =>ab + bc + ca<3 (1) 

Tương tự: a 2 4-l>2a;b 2 4-l>2b;c 2 4-1>2 c 

=>a 2 -f b 2 4-C 2 4-3^2(a4-b4-c)=>a4-b + c<3(2) 

Từ (1) và (2) suy ra ab + bc 4- ca + a 4- b + c < 6. 

7 Ta cn- a b b _ 1 c c 1 

a 2 4- b 2 2ab ~ 2b ’ b 2 4- c 2 2bc ~ 2c * a 2 4- c 2 ~ 2ac 2a 


Vậy: 


<>- 


a 2 4-c 2 2 


111 
+ — + — 
a b c 


a 2 4- b 2 b 2 +c 2 
8. Đặt X = a 2 4- 2bc; Y = b 2 4- 2ac;Z = c 2 4- 2ab, ta có: 

X 4- Y 4- z = (a + b 4- c) 2 ^ 1. Áp dụng bất đẳng thức 


(X + Y 4- z) 


—— 4- —— 4- — 

X Y z 


£ 9, ta có: 9 — 4- —r—— + — * ■ — > 9 

a 2 4- 2bc b 2 4- 2ac c 2 4- 2ab 


o To oA. X 2 X 2 X 2 1 

9. Ta CÓ: -——— = -— ~ -- = — 
W6x 4 14- (4x 2 ) 2 2.4x 2 8 

Ểttíj 
Ịầ M ^ 
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r y“ y“ 1 

" J =- o 


^ 1 

< — 


1 - 16y 4 l + (4y 2 ) 2 < 2.4y 2 8^ 14-16x 4 + 1 4-16y 4 < 4 

10. a. Tí có: ab 4- bc 4- ca < a 2 4- b 2 4- c 2 o (a - b) 2 4- (a - c) 2 4- (b - c) 2 >0 

vàa > |b -c|,b > |a -c|,c > |a - b| 

=> I 2 > b 2 - 2bc 4- c 2 , b 2 > a 2 - 2ac + c 2 , c 2 > a 2 - 2ab 4- b 2 
=> í 2 4- b 2 4- c 2 < 2(ab + bc 4- ca). 

b. Ta cc: a 2 > a 2 - (b - c) 2 => a 2 > (a + c - b)(a 4- b - c) 

b 2 > b 2 - (a - c) 2 => b 2 > (b 4- c - a)(a + b - c) 
c 2 > c 2 - (a - b) 2 => c 2 > (b 4- c - a)(a 4- c - b) 

=> a 2 b 2 c 2 > (a + b -c) 2 (a + c-b) 2 (b 4- c -a) 2 
<=> abc > (a 4- b - c)(a 4- c - b)(b 4- c - a). 

c. 2a 3 b : + 2b 2 c 2 + 2c 2 a 2 - a 4 - b 4 - c 4 > 0 

c=> 4a 2 b 2 4 2c 2 (b 2 4-a 2 )-a 4 -b 4 -2a 2 b 2 -c 4 > 0 

» 4a 2 b 2 + 2c 2 (b 2 +a 2 )-(a 2 4- b 2 ) 2 -c 4 > 0 

<=> (2ab) 2 - (a 2 +b 2 Ị-c 2 J >0 <=> Ịc 2 -(a - b) 2 JỊ^(a 4-b) 2 -c 2 >0 

<=>i2-a + b)(c 4- a -b)(a 4- b -c)(a 4- b 4- c) > 0, đúng 
vì a b, c là cạnh của tam giác 

(- a 4- b > 0, c + a- b>0, a + b - c > 0, a 4- b 4- c > 0 . 

11. Ta có: a 3 4- b 3 = (a + b)(a 2 - ab + b 2 ) > (a 4- b)ab 
=> í 3 4- b 3 4- abc > (a + b)ab + abc = ab(a 4- b4- c) 

Tiưcng tự: b 3 4- c 3 4- abc > (b 4- c)bc 4- abc = bc(a + b + c) 

c 3 4- a 3 4- abc > (c + a)ca + abc = ca(a 4- b + c) 

\r-r' 1 , 1 , 1 lfa4-b4-c > ' 

ab(a 4- b 4- c) bc(a 4- b + c) ca(a 4-b + c) a4b4cl v abc 

12. Xiéthiệu: ĩĩliil - íĨỊÌLÌ' = * 2abt ũ 

2 { 2 ) 4 

= i (a 2 - 2ab 4- b 2 Ị = ì (a - b) 2 


a 2 4-b 1 


D (0 a -b) 2 > 0 nên i(a-b) 2 >0, tức là 2 


a + 


bV 


> 0 . 


a 4- b V a 2 4- b 2 .. _ 

<—-— (đpcm). 


/ 


■p 


( :>4 -1 4 ’ 
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13. Xét hiệu: (a 10 + b 10 ) (a 2 + b 2 ) - (a 8 + b 8 ) (a 4 + b 4 ) 
Phân tích ra thừa số ta được a 2 b 2 (a 2 - b 2 ) (a 6 - b tí ) 


hay a 2 b 2 (a 2 - b 2 ) 2 (a 4 + a 2 b 2 + b 4 ). Rõ ràng biểu thức không âm. 
Vậy (a 10 + b 10 )(a 2 + b 2 ) > (a 8 + b 8 )(a 4 + b 4 ). 


14. Từ số là số dương vì: 


a 2 +a + l = a 2 + 2 .a.ì + fỉ + — = 
. 2 4 

Mầu số cũng là số dương vì: 

2 „ , , _ * o 1 . r 1 Y , 3 _ 
a -a + l = a - 2 .a.x + “■ + — = 

2 [2] 4 


o , 1 1 ,3 3 

a + -r + -7 > — > 0 

2 J 4 4 


' 1 
a — 

V 


\2 

2 , 


+ 44>0 

4 4 


Do đó: 


a 2 + a + 1 
a 2 - a +1 


>0 (đpcm). 


15. Xét hiệu — - 7 - = —- Do a < b nên b-a>0.Doavàb cùng dấu nên 

a b ab 

ab >0 . Vậy k > 0 , tức là — - ỉ > 0 . Do đó: — > ị- . 

ab a b a b 

16. Cách 1 (Xét hiệu hai vế) 

a 2 + b 2 + c 2 + 3 - 2 (a + b + c) = a 2 - 2a +1 + b 2 - 2b + 1 -I- c 2 - 2c + 1 
= (a -1 ) 2 + (b -1 ) 2 + (c - 1 ) 2 . Biểu thức trên là tồng của ba sổ không âm 
nên không ảm. Vậy a 2 + b 2 + c 2 + 3 > 2(a + b + c). 

Dấu “=” xảỵ ra khi và chỉ khi a = b = c = 1 . 

Cách 2 (Biến đổi tương đương) 

Bất đẳng thức phải chứng minh tương đương với 
a 2 + b 2 + c 2 + 3 - 2 (a + b + c) ^ 0 

o a 2 - 2 a +1 + b 2 - 2 b +1 + c 2 - 2 c + 1 £ 0 


o (a - 1) 2 + (b - 1) 2 + (c - 1) 2 £ 0 

Bất đẳng thức cuối đúng vì vế trái là tổng ba số không âm. 
Vậy a 2 + b 2 t c 2 4 - 3 £ 2(a + b + c) (đpcm). 

Cách 3 (Xuất phát từ một bắt đẳng thức đã biết) 

Ta cỏ: (a-l) 2 >0 => a 2 -2a + l>0 => a 2 + l>2a (1) 



(b-l ) 2 >0 => b 2 - 2 b +1 > 0 => b 2 + 1 > 2 b ( 2 ) 

(c - 1) 2 > 0 => c 2 - 2c + 1 > 0 => c 2 + 1 > 2c (3) 

vế của (1), (2), (3) ta được: a 2 + b 2 + c 2 + 3 > 2 (a + b + c) 
ấy ra khi và chỉ khi a = 1 ; b = 1 ; c = 1 . 
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Cả:h 4: (Sử dụng phương pháp phản chửng) 

Gic sử a 2 + b 2 + c 2 + 3 < 2(a + b + c) 

=> a 2 4- b 2 + c 2 4- 3 - 2 (a + b + c) < 0 
=> a 2 - 2a + 1 + b 2 - 2b 4- 1 + c 2 - 2c + 1 < 0 


=> (a -1) 2 + (b -1) 2 + (c -1) 2 < 0 
Bấ: đẳng thức cuối không đúng. 

Dcđó phải có a 2 + b 2 + c 2 + 3>2(a + b + c) (đpcm). 


17. a) Cách I: Từ a + b = 1 suy ra (a + b) 2 = 1 hay a 2 + 2ab + b 2 = 1 
Tù (a - b) 2 > 0 suy ra a 2 - 2ab + b 2 > 0 (2) 

Cộig (1) với (2) ta có: 2 (a 2 + b 2 ) > 1 => a 2 + b 2 > 4. 

Dấi “=” xảy ra khi và chỉ khi a = b . 


Cá:h 2: Đặt a = 4 + X 
2 


thì b = l- a = l- 


(l , J 

— + X 

u ) 



( 1 ) 


Kh đó a 2 + b 2 = 


1 

— + X 
2 


+ 


1 

— - X 
2 


\2 


=2x 2 +4 ^ 4 • 
2 2 


Dấi “=” xảy ra khi và chỉ khi x = 0 o a = b = 4 • 

2 

b) Đặ: a = 4 + X ; b = 4 + y; c = 4 + z.Do a + b + c = 1 nèn X + y + z = 0. 
3 3 3 


Xé. a 2 +• b 2 + c 2 = 


1 . 

-r + X 

3 


\2 


+ 


3 y ' + 


ỉ + z 


/ \° J v° / 

■ 2 __ 2 . 1 2 __ o . 1 . 2_2 

= T + -x + x+^ + --y + y+-r + -z + z 
93 93 93 

= 7 + 4 (x + y + z) + X 2 + y 2 + z 2 = 4 + X 2 + y 2 + z 2 > 4 

J 3 3 3 

Dấi “=” xảy ra khi và chi khi X = y = z = 0 <=> a = b -- c = 4 • 


c) Đ)ặt a 1 =-~ + x 1 ; a 2 =f- + x 2 ; a n =-- + x n . 

n n n 

Oc aj + a 2 + a 3 4- ... + a n =1 nên Xj 4- x 2 + x 3 +... + x a = 0 . 

Gia tương tự câu b), ta có đpcm. 

d) Tưcmg tự câu c). 

18. Bìih phương hai vế của a + b > 2 (vì hai vế không âm) ta được 

ÍEL 2 f 2ab + b 2 > 4 (1). Mặt khác (a -b) 2 ầ. 0 nên a 2 - 2ab + b 2 £ 0 (2) 
Cộng (W^ớ i (2) ta suy ra điều phải chứng minh. 












19. Cách 1: Nhân hai vế cùa a > 2 với b (b > o) ta được ab > 2b (1). 

Nhân hai vế cùa b > 2 với a (a > 0) ta được ab > 2a (2) 

Cộng (1) với (2) ta có điều phải chứng minh . 

. , , 11 ., 

Cách 2: Do a > 2 và hai vê cùng dâu nên — < -7 (1). Do b > 2 và hai vê 

a 2 


cùng dấu nên -Ị- < ị (2). Cộng (1) và (2) ta có: — + ỉ < 1 hay — * - < 1 
b 2 a b ab 

(3). Nhân hai vế cùa (3) với ab > 0, ta được a + b < ab. 

Cách 3: Do vai ừò a và b là như nhau, nên ta giả sử a > b . 

Nhân hai vế của b > 2 với a (a > 0) ta được ab > 2a (1) 

Mà 2a = a + a^a + b (2). Từ (1) và (2) suy ra ab > a + b. 

Cách 4: Đặt a = 2 + x; b = 2 + y. Vì a >2; b>2 nên X, y >0 . 

Xét hiệu ab - (a + b) = (2 + x) (2 + y) - (2 + X + 2 + y) = X + y + xy 
Vì X, y > 0 nên x.y > 0 . Do đó X + y + xy > 0 , tức là ab > a + b. 

20. (x-l)(x-3)(x-4)(x-6) + 9 = (x 2 -7x + 6)(x 2 -7x + 12) + 9 = A 

Đặt X 2 -7x + 9 = y thì A = (y-3)(y + 3) + 9 = (y 2 -9) + 9 = y 2 >0. 

21. Ta có: 4a(a + b)(a + l)(a + b + l) + b 2 = 4[a(a + b + l)][(a + b)(a + l)] + b 2 


= 4(a 2 + ab + a)(a 2 + ab 4- a + b) + b 2 

Đặt a 2 + ab + a = m rồi biến đổi biều thức thành bình phương một đa thức. 

22. a, b, c là 3 cạnh một tam giác gợi cho ta các bất đăng thức 

a + b > c; c + a>b; c + b > a. Xét hiệu 4a 2 b 2 - (a 2 + b 2 - c 2 ) , phân tích 
ra thừa số và sử dụng các bất đẳng thức trên, ta có đpcm. 

23. Xét hiệu a(b-c) 2 +b(c-a) 2 +c(a + b) 2 -(a 3 + b 3 +c 3 ) 

= Ị^a(b-c) 2 -a 3 J + |^b(c-a) 2 -b 3 +Ị\:(a + b) 2 -C 3 J 
Rồi phân tích ra thừa số. 

24. a)Từ a + b+c>- + ^+- : với a, b, c>0, ta có abc(a + b + c)>bc+ac + ab. 

a b c 

Do abc = 1 nên a + b + c > bc 4- ac + ab (1) 

Xét (a-l)(b-1)(c-1) = abc-ab-bc-ac + a + b + c-1 

= (a + b + c)-(ab + bc + ac)>0 do(l) 
b) Tích (a -l)(b-l)(c -l) dương nên số thừa số âm chẵn, tức là trong các 
số (a -1); (b -1); (c -1) có một số dương hoặc ba số dương. 

Trường hợp (a-1); (b“l); (c-l) đều dương thì a>l; b>l; C>1 nên 


i với giả thiết abc = 1). 



-BDHSGT8 - 





Vậy trong các số (a-l); (b-l); (c-l) chi có một số dircmg, còn hai 
sô ân, tức là trong ba sô a, b, c có một sô lớn hon 1, hai sô nhỏ hcm 1. 


a b 

7- + — 

b a 


25. Xét liệu 

vu ay au 

Dấu *‘=” xảy ra khi và chỉ khi a = b . 

. /1 1 lì . a í 

26. Xét a + b + c) 


a 2 + b 2 - 2ab (a-b) 2 
- 2 =-— -= 1— -í- > 0 vì ab > 0 

ab ab 


— + — + — 
a b c 


a a b b c c 

= 1 + — + — + — + 1 + — + — + -- + 1 

b c a c a b 


( a 

bì 


^a 

c N 


íb 

<0 

— \ — 

+ 

— 

+ — 

+ 


V b 



lc 

a. 



b; 


= 3 


Thec bài trên, do a, b, c > 0 nên > 2; — + — > 2; — + -^->2. 

b a c a c b 


Do dó (a + b + c) 


1 11 

— + 7- + - 

a b c 


>9. Dấu “=” xảy ra khi và chỉ khi đồng 


X = 1 

y = -2 


X = 1 

y = -2 


thời :ó a = b; b = c; c = a hay a = b = c . 

27. X 2 -2x + y 2 + 4y + 5 = (x -1) 2 + (y + 2) 2 > 0 

Dấu ‘=” xảy ra khi và chỉ khi ị x \ = ^ o 

\y+ 2 = 0 

Giá TỊ nhỏ nhất của biểu thức bằng 0 khi và chỉ khi « 

28. Nhâi hai vế của ——- với X + y * 0 . 

X + y 

29. Cáci 1: Đặt ^ + ~ +... + \ = A . 

2 2 3 2 4 2 n 2 

Đê chứng minh A < 1, ta sẽ xét một biểu thức trung gian, gọi là B, sao 
cho \ < B < 1 và biểu thức B có thể rút gọn dễ dàng. 

~ 111111 1 1 
lauay -T- < —— <-—--T— 

2 2 1.2 3 2 2.3 4 2 3.4 n 2 (n-l)n 

~ ^ 1 1 1 ,111.1 
Docó~- + -^- + -^- + ... + -^-<-= r + - r - r + T — + ...+ 


n 


2 2 3* 4 2 n 2 1.2 2.3 3.4 (n-l)n 

Thiec bài trên, vế phải của bất đẳng thức trên bằng n - 1 < 1. Từ đó suy 

ra điìu phải chứng minh. 

Ciảa 2: Chọn biểu thức trung gian là 

1 H—T—— + ... + —rì—thì A < B 



3-1 4-1 


n -1 
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„ 1 , 1 , 1 , , 1 

Còn B = - 4- ——- 4- — — 4-... 4- —- - -—r 

1.3 2.4 3.5 (n-l)(n 4-1) 


ir 11 11 1 1 

1 -.+ + 

3 2 4 3 5 


\ 

'11 , 1 

1 -f — + — 4- ..4 


—--U 

n -1 n 4-1 J 


1 1 1 


2 3 


n-1 3 4 5 n4-l 


(. , 1 1 1 ì 1 3 _3 ... . „ 3 _ 

L 2 n n 4- lj 22 4 4 


30. Nếu chọn biểu thức trung gian là B = -ỉ- 4- 4- —4-... - 

1.2 3.4 5.6 

tliì rút gọn biểu thức trung gian rất khó. 

Cách 1: Chọn biểu thức trung gian là: B=^-^ + ^ 2 - - 4--^-^4-.. 

Đặt A = -^ ĩ + ^t + -^ ĩ + ...+ ~:ò . Dễ thấy A < B 
22 42 62 (2n) 2 


Còn B = -Ị- + -ỉ- + -L + ...+ 
1.3 3.5 5.7 

, 7 A , Ạ n n 1 
Vậy A<———< —< 


1 = n 

(2n - l)(2n 4- 1 ) ~ 2n 4-1 


2n 4-1 2n 2 


Cách 2: 


Ạ 1 1 1 

A=“-4-j4-^-4...4 


11 1 

4- „ —■ 4-... 4- 


1 

~ 2 2 + 2 2 .2 2 ' 2 2 .3 2 


2 2 


2 .n 



+ J_Ì 

_ 1 

[ 1+ ị 

1 

1 1 

i. 4_ _ 

l 2’ 3 3 + 

"■ n 2 J 

"4 

”3 2 

f...+ 2 


Theo bài trên thi -ỉ- 4- -ỉ- 4-... 4- -ì- < 1, do đó A < ì(l 4-1) = 

2 2 3 2 n 2 4 v ; 

31. Viết mẫu số của phân thức dưới dạng 

4x 2 -4x4-5 = 4x 5 -4x4-14-4 = (2x -1) 2 4- 4 

Bình phưomg một số thì không âm nến (2x -1) 2 ^ 0 (Dấu ** 


và chỉ khi 2x - 1 = 0 o X = 4) 

2 


Â 




hai vế, ta được (2x -1) 2 4- 4 > 4. 


1 

h (2n-l)2n 

1 

■ + (2n) 2 -l 


” xảy ra khi 


-BDHSGT8- 



























Theo quy tắc so sánh hai phân sô cùng từ số mà tử số và mẫu số đều 


duơng, ta có: 


3 


(2x -1) + 4 4 


3 # , ' , 

< ^. Phân thức đã cho có giá trị lớn nhât băng 


4 khi và chỉ khi X = — . 

4 2 

Chú ỷ: không nên mảy móc áp dụng quy tác so sảnh phân số cho phân 

thic đại số để nói rằng phán thức đả cho có tử số không đôi nên cỏ giả 

tri lớn nhất khi mâu so nhỏ nhất. Lập luận như trên có thê dấn đên sai 

lần. Ví dụ áp dụng lập luận phân thức cỏ giả trị lớn nhát khi X 2 -3 nhỏ 

' , 1 , 1 
nkát, tức là khi X = 0, suy ra giá trị lớn nhát của - 2 băng (ỉ) 

X — 3 3 

- , 1 , , , 1 J 

D( thảy - 7 - không phải là giá trị lớn nhát của —2 ——. Chăng hạn với 
X = 2 thì giả trị của ~ 4 - - bằng ỉ, lớn hơn . 

Niư vậy, từ -3 < 1 không thể suy ra “4 > 4. Từ a<b chỉ suy ra được 

3 1 

— > ỉ khi a và b là hai số cùng dấu. 
a b 

32. Viết biểu thức đã cho dưới dạng: —--r—- = —-—ị - 7 = —:-- 

• 2x-X 2 -4 X 2 -2x4-4 (x-1) +3 

Do (x -1) 2 > 0 nên (x -1) 2 + 3 > 3. Dựa vào quy tắc so sánh hai phân số 

cìng tử số mà từ số và mẫu số đều dưomg (hoặc nghịch đảo và đối chiếu 

, , , . , 1 1 

bốt đăng thức có hai vê cùng dâu), ta có: ----< — . 

(x-l) +3 3 

, , , . 1 ' y 1 

Niân hai vê của bât đăng thức với -1 và đôi chiêu: 


_1 

(x-l) 2 + 3 ” 3 


Vảy biêu thức đã cho có giá trị nhỏ nhât băng - 7 - khi và chỉ khi x = 1. 

3 

33 . Vet biểu thức đã cho thành: 


3i 2 +6X + 10 _ 3(x 2 +2x + 3) + 1 
: 2 f 2x + 3 _ X 2 + 2x + 3 


1 


x £ + 2x + 3 X 2 + 2x -I- 3 


= 3 4 - 


(x + 1) +2 


, y Ằ , 7 

Gá trị lórn nhât của biêu thức băng 7 - khi và chỉ khi X = -1. 

2 
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34. Viết biểu thức đã cho dưới dạng: 
p _ 4x 2 - 2x +1 _ 3x 2 + X 2 - 2x +1 


= 3 + 


X — 1 


\2 


V X ; 


>3 


Giá trị nhỏ nhất của p bằng 3 khi và chi khi X = 1 . 
, c ^ 2x + 1 X 2 + 2-X 2 +2x-l , (x-l) 2 ^ i 

U - I) - n - 1 ọ ^ t 

X +2 X +2 X +2 

Giá trị lớn nhất của Q bằng 1 khi và chỉ khi X = 1 . 

, w . - , . ' 4x 4-3 

36. Đe tìm giá trị nhỏ nhât, ta viêt - 2 ~ dưới dạng: 


x 2 4-l 


4x 4- 3 _ X 2 + 4x + 4 -X 2 -1 (x4-2) 

3 .1 ~ „2 7 ĩ ~ „2 . ĩ 


X 2 +1 


X 2 +1 


x 2 +l 
4x + 3 


1 > -1 


Đề tìm giá trị lớn nhất, ta viết - ĩ + — dưới dạng: 

X 2 4-1 

4x4-3 _ 4x 2 4-4-4X 2 4-4x-1 _ 4(x 2 + l)-(4x 2 -4x4-l) ^ (2x -l) 2 ^ 4 

X 2 4 - 1 ” X 2 4-1 ~~ X 2 + 1 " X 2 4 - 1 

íx + 2) 2 

37. Rút gọn biểu thức đã cho thành v T —- . 

X 4- 4 

Giá trị nhỏ nhất của biểu thức bàng 0 khi và chỉ khi X = -2 . 

38. a) Cho a,b >0 có ab = k (k là hàng số). Ta sẽ chứng minh a 4 - b nhỏ 
nhất khi và chi khi a = b . 

Ta có (a 4- b) 2 = a 2 4- 2ab 4- b 2 = (a - b) 2 4- 4ab = (a - b) 2 4- 4k £ 4k; 

(a - b) 2 đạt giá trị nhò nhất khi và chi khi a = b . 

Vì a 4- b > 0 nên (a + b) 2 nhỏ nhất khi và chi khi (a 4- b) nhỏ nhất. Do đó 
(a 4- b) nhò nhất khi và chỉ khi a = b. Vậy hai số dưorng có tích không 
đồi thì tổng của chúng nhỏ nhất khi và chỉ khi hai số ấy bằng nhau. 

b) Với X > 0 thì 8x và — là hai số dưorng. Tích của chúng bằng 

X 

2 . 

8x.— = 16 (không đổi). Do đó tồng của chúng nhỏ nhất khi và chỉ khi 

X 

8x = — o x 2 =ì o x = ỉ (do X > 0). 

Khi đó giá trị nhỏ nhất của 8x4-— bằng 8.ị 4- \ = 8. 
yệ X 2 1 


A0 C 
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§9. Các bài toán tổng họp 


Vi dụ Ị: Chứng minh rằng không thế có các sổ nguyên a. b, c, d nào thỏa màn các 
đăr.g thức: abcd - a = 1961; abcd - b = 961;abcd - c = 61; abcd - d = 1 

(Đề thi vô địch toàn lớp 7 Mảtxcơva , vòng //, 196ỉ) 
Giải 

Gợ ý chứng minh bàng phản chứng. 

Gic. sử có các số nguyên a, b, c, d thỏa mãn các đăng thức đã cho. 

Phán tích vế trái của các đẳng thức đã cho thành nhân tử, ta có: 
a(bcd - 1) = 1961 (1) 

b(acd - 1) - 961 (2) 

c(abd - 1) = 61 (3) 

d(abc-l) = l (4) 

vế ohải của (1) là số lẻ, do đó vế trái của (1) phải là tích của hai số lẻ, suy ra 
a là số lẻ. Tương tự như vậy, từ (2), (3), (4), ta có b, c, d đều là số lẻ. 

Bôn sô a, b, c, d lẻ, nên tích abcd là sô lẻ, và abcd - a (hiệu của hai sô 
lè) à một số chẵn, mâu thuẫn với đẳng thức (1) đã cho. 

Vỉ dụ 2: Tìm tất cả các nghiệm số của phưomg trình: (x + 7)(2x + 1) = 0 
Trcng các trường hợp sau: 

a. An X chỉ lấy giá trị trên tập hợp N các số tự nhiên; 

b. An X chi lây giá trị trên tập hợp z các sô nguyên; 

c. Án X lây giá trị trên tập hợp Q các số hữu tỉ. 

Giải 

(x - 7)(2x + 1) là một tích của hai nhân tử, tích này bằng 0 khi và chỉ khi 
ít mất một nhân tử bàng 0. 

a. Vởi mọi xeNthì X + 7 > 0 và 2x +1 > 0. Tích của hai số dương không 

thể băng 0, vậy phương trình đã cho là vô nghiệm trên tập hợp N. 

b. Với 16 z thì: X + 7 = 0 có nghiệm X = -7, 2x +1 = 0 vô nghiệm 

Vậ) phương trình đã cho có một nghiệm là -7 trên tập hợp z. 

c. Với }.eQ thì X + 7 = 0 có nghiệm là X = -7 

2x - 1 = 0 có nghiệm là X = -■“ 

V ậ) phương trình đã cho có hai nghiệm là -7 và ~ trên tập hợp Q. 

2 

Vi dụ 3: Chứng minh ràng nếu tích của ba số bằng 1 và tồng cùa chúng lớn 
hơn tông các số nghịch đảo của chúng thì có môt trong ba số đó lớn hơn 1. 

(Đe thi vô địch Nam Tir, 1976) 

Giải 


Hãy xét tích: (a - l)(b - l)(c -1). Khai triền và sử dụng các gi.ả ihiêt, ta 



đưa về: (a-l)(b-l)(c-l) = (a + b + c)- 


Tức là (a-l)(b-l)(c-l)>0. Không thể có trường hợp icả ba số 
a-l,b-l,c-l đều dương mà chi có một trong ba số đó dương (hai số 
kia âm). 

Vi dụ 4: Cho đa thức: p (x) = ax 2 + bx + c. Chứng minh rằng nếu P(x) có ba 
nghiệm số phân biệt a,p, Y thì a = b = c = 0 tức là P(x) = 0 với rruọi X. 


Giải 


Theo già thiêt: 

aa 2 + ba + c = 0 (l);ap 2 +bp + c =0 (2);ay 2 4- by + c = 0 (:3) 

Từ (1) và (2), trừ vế với vế hai đẳng thức, ta được: 

a(a 2 - p 2 ) + b(a - P) = 0 o (a - p)[a(a + p) + b] = 0 
Mà a - p * 0 (theo giả thiết) do đó: a(a + P) + b = 0 (4) 

Tương tự như vậy, từ (1) và (3) ta có:a(a + y) + b = 0 (5) 

Từ (4) và (5) ta có: a(a + p- a-y) = 0<=> a(p - y) = 0 
Mà p - y * 0 (theo giả thiết), ta được:a = 0 
Từ đó, suy ra dễ dàng b = c = 0. 

P(x) cỏ tất cà các hệ số bằng 0, nên P(x) = 0 với mọi X. 

Vi dụ 5: Tìm số dư trong phép chia của biểu thức 

(x + 2)(x + 4)(x + 6)(x + 8) + 2008 cho đa thức X 2 + lOx + 21 


Giải 

Ta có: P(x) = (x + 2)(x + 4)(x + 6)(x + 8) + 2008 

= (X 2 + lOx + 16)(x 2 + lOx + 24) + 2008 


Đặt t = x 2 + lOx + 21 (t * -3; t * -7), khi đó ta có : 

P(t) = (t - 5)(t + 3) + 2008 = t 2 - 2t +1993 

Do đó khi chia t 2 - 2t +1993 cho t ta cỏ số dư là 1993 
Ví dụ 6: Chứng minh rằng vói mọi số n nguyên dương: 

a) (n + l)(n + 2)(n + 3)...(2n) chia hết cho 2 n . 

b) (n + l)(n + 2)(n + 3)...(2n) chia hết cho 3 n . 


Giải 


a) Ta cần viết tích (n + l)(n + 2)(n + 3)...(2n) thành một tích tronig ló có n 
thừa số 2. Viết tích ừên thành: 



2.4.6...(2n) 
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Chú ý: Còn có thế nói ràng tích tên chửa đúng n thừa sô 2 vì biêu thức 
trong dấu móc là tích cúa các số lè nên không chứa thừa sô 2 nào. 
b) Viết tích (n + l)(n + 2)(n + 3)...(3n) dưới dạng: 


1.2.3...(3n) 
1.2.3...n 


= [l.4.7...(3n + 1)]. [2.5.8... (3n + 2)]-^—^ 


Vi dụ 7. Cho 3a 2 + 3b 2 = lũab và b > a > 0 . 

1 ính giá trị của biếu thức p = — . 

a + b 

Giải: 

Cần biến đồi biếu thức p để sử dụng được điều kiện 3a 2 +3b 2 = lOab. 
Do đó ta xét biêu thức 

p 2 _ (a - b) 2 a 2 + b 2 - 2ab 3a 2 + 3b 2 - 6ab 
(a + b) 2 a 2 + b 2 + 2ab ~ 3a 2 + 3b 2 + 6ab 
_ 10ab-6ab _ 4ab _ 1 
” lOab + 6ab _ 16ab _ 4 
Do b > a > 0 nên a-b<0;a + b>0 => p<0. 


Vậy: p = -ì. 
2 


§10. Một sô phưong pháp giải phưtmg trình 

nghiệm nguyên 

Trong chuyên đề trước chúng ta đã đề cập đến một số phương trình 
nghiệm nguyên đặc biệt. Trong chuyên đề này chúng ta sẽ nêu ra một số 
phương pháp thông dụng để giải các phương trình nghiệm nguyên. 

1 . Phương trình sử dụng bất đẳng thức 

Trong khi giải các phương trình nghiệm nguyên rẩt cần đánh giá miền 
giả trị của các biến, nếu số giả trị mà biến số có thể nhận không nhiều 
thì cỏ thể sử dụng phương pháp thừ trực tiếp để kiếm tra. Đe đánh giá 
được miên giả trị của biến số cần vận dụng linh hoạt các tinh chất chia 
hết, đồng dư, bất đẳng thức... _ _ 

Vi dụ 1: Giải phương trình sau trên tập số nguyên: 

X 2 -6xy + 13y =100 
Giải: 

Viết phưong trình đã cho dưới dạng: (x - 3y) 2 = 4(25 - y 2 ) (1) 

Từ (1) ta suy ra y 2 < 25 và 25 - y 2 là số chính phương. Do đó: 

^‘ý 2 € {0,9,16,25} hay ye {0, ±3, ±4, ±5} 
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Từ đó ta có các nghiệm: 

(10, 0); (-10, 0); (17, 3); (1, 3); (-17, -3) 

(-1, -3); (6, 4); (18, 4); (-18, -4); (-6, -4); (15, 5); (-15, -5) 

Vi dụ 2: Tìm nghiệm nguyên của phương trình: — + — + — = 3 

X y z 

Giải 

Điều kiện: X, y, 7 ' 0. Từ phương trình đã cho ta có: 

y 2 z 2 + Z 2 X 2 + X y 2 = 3xyz. Suy ra xyz > 0. Áp dụng bất đíẳng thức 

Cô-si, ta có: y 2 z 2 + Z 2 X 2 + x 2 y 2 > 3^/x 4 y 4 z 4 

Từ đó ta có 3xyz > 3^/x 4 y 4 z 4 hay xyz < 1. Do xyz > 0 nên xyz = 1. 

Tư đó ta có các nghiệm 

(1; 1; 1); (1; -1; -1); (-1; -1; 1); (-1; 1; -1) 

Vi dụ 3: Tìm nghiệm nguyên của phương trình: y 2 = 1 + X + x 2 + X ' + x 4 

Giải: 

Với X = 0 thì y = ±1. Xét X * 0 . Từ phương trình đã cho ra có: 

4y 2 = (2x 2 + x) 2 + 3x 2 4- 4x + 4 > (2x 2 + x) 2 
Hơn nữa: 4y 2 = (2x 2 + X + 2) 2 - 5x 2 < (2x 2 + X + 2) 2 
Suy ra: (2x 2 + x) 2 < 4y 2 < (2x 2 + X + 2) 2 . Do đó ta có: 

4y 2 = (2x 2 + X + 1) 2 hay 4(1 + X + X 2 + X 3 + X 4 ) = (2x 2 + X +1) 2 
Giải phương ừình này, ta được X = -1 hoặc X = 3. 

Từ đó ta được các nghiệm cùa phương ữình là: 

(0,1); (0,-1); (—l;i); (-1,-1); (3,11); (3,-11) 

Vi dụ 4: Giải phương trình sau trong tập các số nguyên 

1 + X + X 2 + X = y 3 (1) 

Giải: 

Từ phương trình đã cho ta có: X 3 < y 3 < (x + 2) 3 
Suy ra y 3 = (x +1) 3 hay 1 + X + X 2 + X 3 = (x +1) 3 

Từ đó ta có x = 0 hay X = -1. Thay vào (1), ta được các nghiệm của 
phương trình (1) là (0,1); (-1,0). 

Vi dụ 5: Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình sau: 

5(x + y + z + t) + 10 = 2xyzt 


Giải: 


Vì vai trò của X, y, z, t như nhau nên ta có giả thiết: X > y > z > t >0 
Khi đó: 2xyzt = 5(x + y + z +.t) +10 < 20x +10 
ỶỆzị<>\5 => t 3 < 15 => t<2 
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Vớ; 1=1 ta có 2xyz = 5(x + y + z) + 15<15x + 15 
:=> 2yz < 30 => 2z 2 <30 => z < 3 

Nếu z = 1 thì 2xy = 5(x 4- y) + 20 hay 4xy = 10(x + y) + 40 hay 

(2x - 5)(2y - 5) = 65 

Dễ thấy răng phưcmg trình này có nghiệm là: (35, 3); (9, 5) 

Giải tương tự cho các trường hợp còn lại và trường hợp t = 2 . Cuôi cùng 
ta tan được nghiệm nguyên dương của phương trình đã cho là: 

(x;y;z;t) = (35;3; 1; 1); (9;5;1;1) và các hoán vị của bộ sô này. 

2. Phương pháp đưa vê phương trình tích 

Trong khi giải phương trình nghiệm nguyên, một phương pháp thường 
được sử dụng là đưa phương trình đã cho về dạng phương trình tích như 
sau 

f(x 1 ,x 2 ,...x n ).g(x 1 ,x 2 ,...x„)...h(x l ,x 2 ,...x n ) = a 
Trong đó f(x 1 ,x 2 ,...x u ), g(x^x^.-.x,,), h(x 1 ,x 2 ,...x 11 ) là các biểu thức 
chúa biên và a là hằng số. 


Vỉ dụ 6: Tìm nghiệm nguyên của phương trình: x + xy 4- y = 9 

(Thi vào lớp 10 chuyên ĐHKHTN - ĐHQGHN nãm 2002) 

Giải: 

Phương trình đã cho có thê đưa về dạng: (x 4- l)(y +1) = 10 (1) 

Từ ỉ) ta suy ra (x +1) là ước của 10 hay X + 1 e {±1, ±2, ±5, ±10} 

Từ ió ta tìm được các nghiệm của phương trình là: 

(1,4); (4,1); (-3,-6); (-6,-3); (0,9); (9,0); (-2,-11); (-11,-2) 

Ví dụ 7: Tìm nghiệm nguyên của phương trình sau: y 2 = x(x + l)(x + 7)(x 4- 8) 


Giải: 


Phương trình đã cho tương đương với: y 2 = (x 2 + 8x)(x 2 +8x4-7) 
Đặt z = X 2 4 - 8x ta có y 2 = z 2 4- 7z hay 4y 2 = (2z 4- 7) 2 * - 49 hay 


(2z - 2y 4- 7)(2z + 2y + 7) = 49 .Chỉ có thê xảy ra các trường hợp sau: 
2z - 2y 4- 7 = 1 íy = 12 

2z + 2y + 7 = 49 |z = 9 

2z - 2y + 7 = 49 fy = -12 

2z±2y + 7 = l 


Truờng hợp 1: 
Truờng hợp 2: 


<=> 


z = 9 


Troig cả hai trường hợp trên ta có: z = 9 <=> x 2 +8x = 9 <=> 


X = 1 

X = -9 


Trường hợp 3: 
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2z - 2y + 7 = -1 
2z + 2y + 7 = -49 


<=> 


y = -12 
z = -16 
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Trong cả hai trường hợp trên ta có: 


z = -16 o X 2 + 8x = -16 <=> (x + 4) 2 = 0 o x = -4 
Trường hợp 5: 2z - 2y + 7 = 2z + 2y + 7 = 7 o y = z = 0 


Khi đó ta có X 2 + 8x = 0 o 


X = -8 


Trường hợp 6: 2z - 2y + 7 = 2z 4- 2y + 7 = -7 o y = 0 và z--7 
Vậy, phưomg trình đã cho có các nghiệm nguyên (x,y) sau: 

(1; 12); (—9; 12); (1;-12); (-9—12)7 (0;0); (-8;0) 

(-1;0); (-7;0); (-4;12); (-4;-12). 

Ví dụ 8: Xác định tất cả các cặp số nguyên dưcmg (x;n) thỏa mãn phưorng 
trình sau: X 3 + 3367 = 2" 


Giải: 


Để sử dụng được hằng đẳng thức a 3 - b 3 = (a - b)(a 2 + ab + b 2 ) ta 
chứng minh n chia hết cho 3. Từ phưcmg trình đã cho ta suy ra 
X 3 s 2 n (mod 7). Nếu n không chia hét cho 3 thì 2" chia cho 7 chỉ có thể 
có số dư là 2 hoặc 4, trong đó X 3 khi chia cho 7 chỉ có thể cho sôdư là 0, 
1 hoặc 6 nên không thể có đồng dư thức X 3 = 2 n (mod 7). 

Vậy n = 3m với m là một số nguyên dưorng nào đó. Thay vào phưomg 
trình đã cho ta được: X 3 + 3367 = (2 m ) 3 
(2 m - x)((2 m -x) 2 +3x.2 m ) = 3367 (1) 

Từ (1) ta suy ra 2 m -x là ước của 3367. 

Hơnnừa, (2“ -x) 3 <2 3m -X 3 =3367 nên 2 m - x e {l;7;13} 

Xét 2 m - X = 1, thay vào (1) ta suy ra 2 m (2“ -1) = 2 X 561, vô nghiệm. 
Xét 2 m - X = 13, thay vào (1) ta được 2 ,n (2 m -13) = 2 X 15 , vô nghiệm. 
Xét 2 m -X =7, thay vào (1) ta được 2”(2 m -7) = 2 4 x 3 2 . 

Từ đỏ ta có m = 4, n = 3m = 12 và X = 9 . 

Vậy (x;n) = (9;12). 

3.Phương pháp sử dụng tỉnh chất chia hết 9 tỉnh chất đồng dư 

Ngoài các phương pháp trên, khỉ giải các phương trình nghiệm nguyên 
căn vận dụng linh hoạt các tính chât vê chia hết, đông dư, tính cỉăn, lẻ... 
để tìm ra điểm đặc biệt của các biến số cũng như cảc biểu thíc chứa 
trong phương trình, từ đó đưa phương trình về các dạng mà tũ đã biết 
Ị 'ách giải hoặc đưa về những phương trình đơn giàn hem: ' ■ 
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Vỉ dụ 9: Tìm nghiệm nguyên cùa phương trình sau: 19x 2 + 28y 2 = 729 

Giải: 

Cách /; Viết phương trình đã cho dưới dạng: 

(18x 2 + 27y 2 ) + (x 2 + y 2 ) - 729 (!) 

Từ (1) suy ra X 2 + y 2 chia hết cho 3, do do X và y đều chia hét cho 3. Đặt 
X = 3u; y = 3v (u,v e z) 

Thay vào phương trình đã cho ta được: 19u 2 4- 28v 2 =81 (2) 

Từ (2), Ịập luận tương tự như trên ta suy ra u = 3s, V = 3t (s,t e z) 

Thay vào (2) ta có 19s 2 4- 28t 2 = 9 (3). Từ (3) suy ra s, t không đồng thời 
bằng 0, do đó: 19s 2 + 28t 2 > 19 > 9 

Vậy (3) vô nghiệm và do đó phương trình đã cho cũng vô nghiệm 
Cách 2: Giả sử phương trình có nghiệm. 

Từ phương trình đã cho ta suy ra X 2 55 -l(mod4), điều này không xảy ra 
với mọi sô nguyên X. 

Ví dụ 10: Tìm nghiệm nguyên của phương trình sau: 2x fi + y 2 - 2x 3 y = 320 


Giải: 

Viết phương trình đã cho dưới dạng: (x 3 ) 2 + (x 3 - y) 2 = 320 

Đặt u = X 3 , V = X 3 -y ta có phương trình: u 2 + V 2 = 320 (1) 

Từ (1) suy ra u, V cùng tính chẵn lẻ. Nếu u, V cùng lẻ thì 
u 2 4 - V 2 s2(mod4), do đó đẳng thức (1) không xảy ra. 

Vậy u, V cùng chẵn. Đặt u = 2u 1 , V = 2Vj (u 1 ,v 1 eZ). 

u* 4- Vj 2 = 80 • (2) 

Từ (2) lại lập luận như trên ta suy ra Uị , V, cùng chẵn. 

Đặt u J = 2u 2 , Vj = 2v 2 (u 2 ,v 2 eZ). Thay vào (2) ta được phương 
trình:u 2 2 +v 2 2 = 20 (3). Từ (3) lại lập luận như trên ta suy ra u 2 ,v 2 

cùng chẵn. Đặt u 2 = 2u 3 , v 2 = 2v 3 (u 3 , v 3 G z ). 

Thay vào (3) ta có phương trình: u 3 2 + v 3 2 = 5 (4) 

Từ (4) với lưu ý rằng u là lập phương của một số nguyên nên u 3 cũng là 
lập phương của một số nguyên, ta được các cặp (u 3 ,v 3 ) là: 

(1:2); (-1:2); (l;-2); (-l;-2) 

Từ đó ta có các nghiệm (x;y) của phương trình đã cho là: 

; (2:24); (-2;-24); (-2;8) 
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Bài tập vận dụng 

1. Tìm tất cả các cặp số nguyên (x; y) thỏa mãn: y(x -1) = X 2 + 2 

(Thi vào lởp 10 chuyên , ĐHKHTN- ĐHQGHN, năm 2000) 

2. Tìm x,yeZ thỏa mãn: 2x 2 - 2xy = 5x - y -19 

3. Tìm nghiệm nguyên dương cùa phương trình: xy 2 + 2xy - 243y + x = 0 

(Trích đề thi học sinh giỏi Toán toàn quắc - Lởp 9, năm 1976) 

4. Tìm nghiệm nguyên của các phương trình: 

a) xyz = 4(x + y + z) 

b) 5(x + y + z +1) + 7 = xyzt 

c) 2(x + y + z) + 7 = 3xyz 

5. Tìm tất cả các số nguyên X, y thỏa mãn: X + y = xy 

6. Tìm tất cả các giá ừị của X, y sao cho: xy +1 = X + y. 

(Đề thỉ vô địch toán 7 Matxcơvt, 1985) 

7. Tìm các số thực u, V biẹt: u 3 + V 3 = 7 và u.v = -2. 

8. Tìm nghiệm nguyên X, y của phương trình X 2 - xy = 6x - 5y - 8 (1) 

9. Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình: xy -2x - 3y + 1 =0. 

bề thi HSG lởp 9 tỉnh Phủ Thọ năm 2093-2004 

10. Giải phương trình nghiệm nguyên dương xy + yz + zx = xyz + 2. 

11. Giải phương trình nghiệm nguyên dương — - — = 4. 

X y 3 

12. Giải phương trình nghiệm nguyên dương — + — = ị + —. 

X y 3 xy 

13. Giải phương trình nghiệm nguyên (x 2 +y)(x + y 2 ) = (x-y) . 

Đề thi TS lởp 10 CT THPTLam Sơn Thanh Hóa 2091-2002 

14. Tìm các số tự nhiên :2<x<y<z<t<u thỏa mãn: 

11111, 

X y z t u 

15. Tìm các số tự nhiên m, n thỏa mãn: 19m + 84n = 1984. 

16. Tìm tất cả các số có hai chữ số mà nó chia hết cho tích các chữ số 

17. Tìm tất cà các số có năm chữ số sao cho số đó bàng 45 lần tích các chữ 
số của nó. 

18. Giải phương trình nghiệm nguyên 

X 3 + x 2 y + xy 2 + y 3 = 8(x 2 + xy + y 2 +1). 

19. Giải phương trình nghiệm nguyên x(l + x + x 2 ) = 4y(y + l). 

20. Chimg^rírữnh ràng không thề có các số nguyên X, y thỏa mãn phương 
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21 Cho một số A gồm bốn chữ số và A là một số chính phương. Nếu ta 
thềm vào mỗi chữ số của A một đơn vị thi ta được một sô B cũng là một 
số chính phương. Hãy tìm các số A và B. 

22. Tìm cặp số tự nhiên X, y sao cho tồng của một trong hai sô đó với 1 thì 
chia hết cho sô kia. 

23. Tìm các số nguyên X, y thỏa phương trình x 2 + xy + y 2 = x 2 y 2 . 

24. Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho: n 4 + n 3 +1 là sô chính 
phương. 

25. Tìm sô nguyên có chín chữ sô A = a 1 a 2 a 3 b 1 b 2 b 3 a 1 a 2 a 3 trong đó aj *0 
và bịb 2 b 3 = 2a 1 a 2 a 3 , đồng thời A có thề viết được dưới dạng 
A = PÍ.P2 P3.P4 với Pj, p 2 , p 3 , p 4 là bốn số nguyên tố khác nhau. 

26. Tìm ntZđể n + 26và n-11 đều là lập phương của một số nguyên 
dương. 

Hướng dẫn và đáp so 

1. Tacó: y(x-l) = x 2 +2 => y = X — 2 = X +1 + — - 

X 1 X 1 

Vì X, ye2 nên x-1 là ước của 3. 

Đáp số: (x;y) = (4;6); (2; 6); (-2;-2); (0; -2) 

2. Tìm X, y e z thỏa mãn: 2x 2 - 2xy = 5x - y -19 

Đáp số: (x;y) = (0; —19), (1; 16), (9;8) ,(-8, -11) 

3. Ta có xy ’ + 2xy - 243y + X = 0 o X(y +1) 2 = 243y (1) 

Từ (1) với chú ý rằng (y + l;y) = 1 ta suy ra (y +1) 2 là ước của 243. 

Đáp số: (x;y) = (54; 2), (24; 8) 

4. a) Vì vai trò của X, y, z là như nhau nên có thề giả sử X > y > z . Khi đó, 

xyz = 4(x + y + z) < 12x => yz < 12 

=> z 2 < 12 => z 2 e {1; 4; 9} => Z€ {1, 2, 3} 

Với mỗi z thuộc tập hợp trên, thay vào phương trình ban đầu và đưa 
phương trình về dạng tích, từ đó tìm được X, y. 

Ví dụ trường hợp z = 1. Ta có: 

xy = 4(x + y + 1) <=> (x - 4)(y - 4) = 20 

Cho X - 4 và y - 4 là các ước của 20 với x-4^y-4>-3 
(do x^y^z = l), ta được các cặp (x;y) là (24;5); (14; 6); (9;8) 

Chú ỷ: Trong khi xét các trường hợp cùa z, cần lưu ý các điều kiện của X, 
y đề loại bớt các khả năng. 

Đáp số: phương trình đã cho có các nghiệm là: (24; 5; 1); (14; 6; 1); 

(9^1$0;3;2); (6; 4; 2) và hoán vị của các bộ số này. 

V *' 
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5. 


x + y = xyox + y + l = xy + l 
o -X - y +1 + xy = 1 o (xy - x) - (y -1) = 1 

ox(y-l)“(y-l) = lo(x-l)(y-1) = 1 (l). Vì X, y e z nên X -1 e z 


và y -1 e z . Trong z, ta có (1) khi và chỉ khi: 


•*_!ĩ!«(x = 2;y = 2) 

Ly-1 = 1 

■ x I o (x = 0 y = 0) 

\y—1=—1 v ; 


6. xy + l- x- y = 0»(xy-x) + (l-y) = 0 

ox(y-l) + (l-y) = 0o(x-l)(y-l) = 0o * " j 

y 

Đáp số: X = 1, y tùy ý , hoặc y = 1, X tùy ỷ- 

7. Ta có : u 3 + V 3 = 7 (1 ) và u 3 .v 3 = -8 (2) 

Từ u 3 + V 3 = 7 => u 3 = 7 - v 3 , thế vàọ (2) ta có : 

(7 - v 3 ).v 3 =- 8 o 7v 3 - V 6 + 8 = 0 . Đặt V 3 = X ta có phương trình: 
X 2 - 7x - 8 = 0 o X 2 -1 - 7x-7 = 0 o (x - l)(x + 1) - 7(x + 1) = 0 

X = —1 

o(x + l)(x-8) = 0<=> 


Do đổ : (u 3 =-l;v 3 =8) hoặc (u 3 =8;v 3 =-l) 
Vậy: (u = -l; v = 2) hoặc (u = 2; v = -l). 


V 2 — 4. 

8. Ta có: (l) o X 2 -6x + 8 = y(x-5)(2)<^> y =-— - — (vì x = 5 

X — 5 

3 

không là nghiệm của (2)) o y = X - 1 + — 

X -5 

Vìx, y nguyên x-5 e {-1; 1; 3; -3) hay X € {4; 6; 8; 2} 


• Khi X = 2 thì y = 0 


• Khi X = 4 thì y = 0 

• Khi X = 6 thì y = 8 


• Khi X = 8 thì y = 8 

Vậy các nghiệm nguyên (x; y) cùa (1) là: (2; 0), (4; 0), (6; 8), (8; 8). 

9. Ta có xy - 2x - 3y + 1 = 0 <=> y(x - 3) = 2x - 1 (*) 

Vì X = 3 không là nghiệm của phương trình đã cho nên 

X-3 x-3 
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Vì } là số nguyên nên 5 chia hết cho (x - 3), suy ra X - 3 nhận các giá 
trị - 1; ± 5. Từ đó ta xác định được hai nghiệm nguyên dưong (x;y) của 
phưmg trình đã cho là (4; 7) và (8; 3). 

10. Do vai trò của X, y, z bình đẳng nên không mất tính tồng quát, giả sử 
rằn£ X > y > z > 1, từ đó 

=> xy + yz + ZX < xy -I- xy + xy = 3xy => 3xy > xyz + 2 hay 
3-xy > xyz =I> Z < 3 do z là một số nguyên dương => z = 1, z = 2. 

• 'Chi z = 1, ta cỏ xy + y + x = xy + 2=>x + y = 2. 

Do X, y là các số nguyên dưong nên X = 1; y = 1. 

• Chi z = 2 ta có xy + 2y + 2x = 2xy + 2=>xy-2x-2y + 2 = 0. 

=> x(y - 2) - 2(y - 2) - 2 = 0 => (x - 2)(y -2) = 2. Do x > y > z > 1, nên 

Ịy - 2 = 1 \y = 3 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm X = y = z = 1 ; (x; y; z) = (4 ; 3 ; 2). 

11 1 1 1 3y n 9 , , __* ,_ ' 

11. la co — — = -<=>x = —-- = 3--, do X, y nguyên dương nên X 

X y 3 y + 3 y + 3 

ngmên dương khi và chỉ khi 9 chia hết cho y + 3, hay y + 3 nhận các 
ước :ủa 9 là ±1; ±3; ± 9 từ đó suy ra phương trình có nghiệm X = 2, y = 6. 

12. Khôig mất tính tồng quát, ta giả sử X > y . Khi đó, từ phương trình 

111 1 111 12 1 2x -1 2x 2 

— +— = - + —suy ra j- = — + — — 

X y 3 xy 3 X y xy y xy xy xy y 

Từ có suy ra y < 6. Thừ trực tiếp các giá trị y = 1, 2, 3, 4, 5 và do vai trò 

cùa I, y bình đắng nên các cặp số cần tìm là : 

(x; y> = (9; 4), (6; 5), (4; 9>, (5; . 

13. Ta C( n + 26 = a 3 và n-ll = b 3 với 


a > \ 6 N* => a 3 -b 3 = 37 <=> (a 2 + ab + b 2 )(a- b) = 37. 

Ta cc số 37 là số nguyên tố và do a > be N'nẽn (a 2 +ab + b 2 ) >(a-b)vàlà 
các íố tự nhiên 


i 2 + ab + b 2 = 37 
I - b = 1 


a 2 -a -12 = 0 
a -1 = b 


oa = 4vàb = 3 (còn a = -3 và 

* ~ Ư — X ltt-l = u 

b = -4 bị loại). Thay vào đẳng thức n + 26 = a 3 hoặc n -11 = b 3 ta có 

n = Ỉ8. 

14. Nếi x>3tacó3<x<y<z<t<u, từ phương trình đã cho suy ra 
1 - 1 1 1 1 1 1 1 1 743 


+ -— + _ + _+ _ = 

X 'ztu45678 840 


< 1. Vậy X = 3. 



- + - + - + — = Nếu y > 4, lập luận tương tự, ta có: 
y z t u 3 
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11111111 533 2 __. 

—— < —, suy ra y = 4. Tiêp tục lặp luận 

y z t u 5 6 7 8 840 3 

như trên ta có các số tự nhiên cần tìm là X = 3, y = 4, z = 5, t = 6, 
u = 20. 

15. Ta cỏ 1984 = 1900 + 84, nên dễ thấy cặp giá trị m =100, n = 1 thỏa màn. 
Từ đó ta suy ra dạng tổng quát của m, n như sau 

m = 100 - p; n = 1 + q => 19p = 84q , vì (84,19) = 1 suy ra 

p = 84k; q = 19k, (k e Z). 

Do đó ta có m = 100 - 84k; n = 1 + I9k,(k e Z) 

Từ đó suy ra m và n là số tự nhiên khi và chỉ khi k = 0, k = 1. 

Khi k = 0 thì m = 100, n = 1. Khi k = 1 thì m = 16, n = 20. 

16. Gọi số cần tìm là xy (x e N, y € N, 1 ^ X £ 9,0 < y < 9), theo đề ra ta có 

lOx + y chia hết cho xy, suy ra y chia hết cho X và lOx chia hết cho y. 

Do đó đặt y = kx, nên lOx chia hết cho kx suy ra 10 chia hết cho k. 

Vậy k = 1, 2, 5. Khi k = 1 ta có X = y , suy ra xy = 11. 

Khi k = 2 ta có X = 2y, suy ra xy = 12; 24; 36 . 

Khi k = 5 ta có X = 5y, suy ra xy = 15. 

Vậy các số cần tìm là 11, 12, 15, 24, 36. 

17. Gọi số cần tìm là abcde (a,b,c,d,e G N,1 < a < 9,0 < b,c,d,e £ 9), ta có 

M = abcde = 45.a.b.c.d.e. Giả sử e là số chẵn, mà abcde chia hết cho 5 
nên e = 0, suy ra M = 0 (vô lí). Từ đó suy ra e là số lẻ, nên e = 5. Do đó 

M chia hết cho 25, suy ra de chia hết cho 25 => d = 2;7. Nếu d chẵn , 
suy ra vô lí. Vậy d = 7. Mặt khác M chia hết cho 9 nên (a + b + c +12) 
chia hết cho 9. Vì a + b + c <27=>a + b + c = 15. 

Đồng thời 45.35abc < 100000 => abc £ 63 => {a,b,c} = {1,7,7} hay {1,5,9}. 
Từ đó suy ra số cần tìm là 77175. 

18. Từ phương trình đã cho, ta có X, y cùng tính chẵn lẻ. Ta xét các trường 
hợp sau: 

Trường hợp 1: Khi X = y, phương trình đã cho trở thành 

4x 3 = 8(3x 2 + 1) o 4x 3 = 24x 2 + 8 o X 3 - 6x 2 -2 = 0, suy ra phương trình 

này vô nghiệm. 

Trường hợp 2: Khi X * y, ta có 

|x-y|£2=>(x-y) 2 >4ox 2 +y* ^2(xy + 2). 

Từ phương trình X 3 + x 2 y + xy 2 + y 3 = 8(x 2 + xy + y 2 +1), suy ra 


(x 2 + y 2 ){x + y) = 8(x 2 + y 2 ) + 8xy + 8 

)(x + y - 8) = 8xy + 8 => |x 2 + y 2 ||x + y - 8| = 4|2xy + 2| 
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=> |x + V - 8| < 4 => 4 < X 4- y < 12 => X + y = 6,8,10 . 

Xét từng trường hợp ta có nghiệm của phương trình đã cho là 

(x, y) = (2, 8); (8, 2). 

19. Ta có x(l + x + x 2 ) = 4y(y + 1) o 1 + X + X 2 + X 3 = 4y 2 + 4y + 1 

o (1 + x)(l + X 2 ) = (2y + l) 2 (2). vé phải của phương trình (2) là một số 
lẻ suv ra (1 + x);(l + X 2 ) đều là số lẻ. Giả sừ (1 + X,1 + X 2 ) = d, suy ra d 
cùng là số lè. Mặt khác (1+ x) chia hết cho d nên l-x 2 chia hết cho d. 
Kết hợp với 1 + X 2 chia hét cho d ta suy ra 2 chia hết cho d, mà d là số lẻ 
nên d = 1. Do (1 + x).(l + X 2 ) là số chính phương mà (1 + X,1 + X 2 ) = 1, 

nên (l + x),(l + X 2 ) là các số chính phương. Do đó X 2 ; 1 + X 2 là hai số tự 

nhiên liẻn tiếp mà đều là sô chính phương. Suy ra X = 0 , từ đó suy ra 
y = 0 hoặc y = -1. Vậy phương trình có hai nghiệm (0; 0), (0; -1). 


20. X 3 - y 3 = 1993 => (x - y)(x 2 + xy + y 2 ) = 1993 

Do X 2 + xy + y 2 > 0 nên X - y, x 2 + xy + y 2 là các ước số dương của 1993 
Do 1993 là số nguyên tố, nên ta có hệ phương trình: 


X - y = 1 , X - y = 1993 

* hoặc < 

X 2 + xy + y 2 = 1993 [x 2 + xy + y 2 = 1 

Các hệ phương trình trên không có nghiệm nguyên nên bài toán đã cho 

được chứng minh. 

21. Gọi A = abcd = X 2 


Thì B = (a + l)(b + l)(c + l)(d + 1) = y 2 ; X, y G N và X < y. 


Ta có: B - A = y 2 -x 2 = 1111. Suy ra (y - x)(x + y) = 1111. 

A và B là các số chi có 4 chữ số, nên X, y chi có thể có hai chừ số. 

Ta viết: 1111=11.101 Hoặc 1111 = 1.1111 

Vì y + x>y-x nên ta có: y + x = 101 và y-x = ll 

Từ đây suy ra X = 45, y = 56 nên A = 2025; B = 3136. 

22. Giả sừ các số đó là X, y với X > 1, y > 1 và không làm giảm tính tông 
quát, ta có thể đặt x<y. Theo bài ra thì (x + l):y và(y + l):x 
Do vậy: [(x +l)(y + l)]:xy; (xy + X + y + l):xy => (x + y + l):xy 


Hay X + y + 1 = p.xy với peN. — + — + — = p.Vìx>l vày>l nên rõ 

X y xy 

ràng là: 0 < — + — + — <1 + 1 + 1 = 3. 

* J X y xy 

Vậỹ p"chỉ có thể nhận một trong các giá trị 1,2,3. 

& - 


Ị Ị 
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a. Vớip = 3: - 4 Ỉ 4 — = 3=> cặp số (1, 1) 

X y xy 

b. Với p = 2: — + — + — = 2 => phương trình vô nghiệm 

X y xy 

c. Với p = 1: — 4 — 4 — = 1=> cặp (2, 3) 

X y xy 

Tóm lại có 3 cặp số thỏa mãn yêu cầu: (1; 1); (2; 3); (3; 2). 

23. X 2 4- xy + y 2 = x 2 y 2 => (2x 4 2y) 2 = (2xy 41) 2 -1 
=> (2xy 414 2x 4 2y)(2xy 41 - 2x - 2y) = 1 

=> 2xy4 142x42y = 2xy41 - 2x - 2y => X4y = 0. Thay vào phương 
trình ban đầu ta có: X = 0, y = 0 hoặc X = 1, y = -1 hoặc X = -1, y = 1 

24. Giả sừ n 4 4 n 3 41 là số chính phương. Vì n 4 4 n 3 41 > n 4 = (n 2 ) 2 nên ta 
có: n 4 4 n 3 41 = (n 2 4 k) 2 = n 4 4 2kn 2 4 k 2 , với k là một số nguyên dương 
nào đó. Suy ra: n 2 (n-2k) = k 2 -1 >0. Đặc biệt, k 2 -l = 0 thì 
k = l; n 2 (n-2) = 0, ta có n = 2. Thử lại, 2 4 42 3 4l = 5 2 : thỏa mãn. 
Ngoài ra, khi k* 1 thì: k 2 > k 2 -1 > n 2 => k>n => n - 2k < 0: mâu 
thuẫn với điều kiện n 2 (n - 2k) = k 2 -1 > 0 . 

Vậy, ta chỉ tìm được n = 2 thỏa mãn bài toán. 

25. A = a 1 a 2 a 3 b 1 b 2 b 3 a 1 a 2 a 3 =a 1 a 2 a 3 .10 6 4b 1 b 2 b 3 .10 3 4a 1 a 2 a 3 

= a 1 a 2 a 3 .10 6 42.a l a 2 a 3 .10 3 4a 1 a 2 a 3 =a 1 a 2 a 3 .(l0 6 4 24 1) 

= a 1 a 2 a 3 (1002001) = a 1 a 2 a 3 .7 2 .l l 2 .13 2 
Vậy a!a 2 a 3 phải bằng bình phương của một số nguyên tố p khác với 7, 
11, 13. Do b 1 b 2 b 3 < 1000 nên a 1 a 2 a 3 < 500 => 10 < p < 23. Như vậy, p 
chỉ có thể là 17 hoặc 19, do đó: aja 2 a 3 = 289 hoặc aja 2 a 3 = 361. 


Một số bài tập tự giải 

1. Viết kết quả của các số 2 1982 và 5 1982 , số nọ tiếp theo số kia. Hỏi số tạo 
thành có bao nhiêu chữ số? 

2. Tìm ba số tự nhiên cỏ tổng các số nghịch đảo bàng 2. 

3. Tìm ba số tự nhiên có tổng các nghịch đảo bằng 1. 

4. Cho (a - b) 2 4 (b - c) 2 4 (c - a) 2 = 4(a 2 4 b 2 4 c 2 - ab - bc - ac). Chứng minh 


a = b = c. 

5. Gọi h a , hb, h c là ba đường cao một tam giác và r là bán kính đường tròn 
nội tiếp tam giác ấy. Chứng minh rằng nếu h a 4 h b 4 h c = 9r thì tam giác 

đó là tanuiỉiác đều. 



Ạ************************** 
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